ALGEBRES DE LIE QUASI-REDUCTIVES 



MICHEL DUFLO, MOHAMED SALAH KHALGUI ET PIERRE TORASSO 



Abstract. We study the class of algebraic Lie algebras for which the generic stabilizer of the 
coadjoint action is reductive modulo the center. 



Resume. Nous etudions la classe des algebres de Lie dont le stabilisateur generique de la 
representation coadjointe est reductif modulo le centre. 



1. Introduction 

We fix a field K of characteristic 0. Let g be an algebraic Lie algebra (that is the Lie algebra 
of some affine algebraic group G defined over K). Let 3g be the center of g, and g* the dual 
space, endowed with the coadjoint representations of g and G. For a linear form <? € g*, we 
denote by Q{g) C g its centralizer. We identify g(5')/3g with its image in gl(g). It is the Lie 
algebra of the group G{g)/Zg, where G{g) is the centralizer of g in G, and Zg the centralizer 
of g in G. 

Definition 1.1. A form g G Q* is said to be of reductive type if Qig)/ig is a reductive Lie 
subalgebra o/gl(g) whose center consists of semi- simple elements of qI{q). 

Equivalently, it means that the algebraic group G{g)/Zg is reductive. The notion of form of 
reductive type may be also useful for non algebraic Lie algebras (see section [6] below) , and for 
Lie algebras over a field of characteristic p > 2 (see |28)). but this is outside the scope of this 
paper. 

Since Kirillov |22) . it is known that the coadjoint representation of G in g* plays an important 
role in representation theory. It is an experimental fact that representations associated to coad- 
joint orbits of reductive type may be specially interesting. Let us give just one example, which 
in fact was our motivating example : when K = M, all unitary irreducible square integrable 
representations of Gr (where Gk is the group of K-points of G) are associated to coadjoint 
orbits of reductive type (see e.g. 11.16] and |2]). 

The purpose of this paper is to study the classification of coadjoint orbits of reductive type of 
Gk in g*. The classification of all coadjoint orbits is usually a "wild" problem (see |10)). but the 
case of coadjoint orbits of reductive type is much better behaved. The set of coadjoint orbits of 
reductive type may be empty. So we introduce the following definition. 



Definition 1.2. We say that the Lie algebra g is quasi-reductive if there exists a form g Q* 
of reductive type. 

It is easy to see that if g is quasi-reductive, then the set of linear forms of reductive type 
contains a non empty open set of g*. 

For instance, if g is reductive (that is, if G is reductive), g is quasi-reductive because the 
linear form € g* is of reductive type. Assume moreover that K is algebraically closed and 
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let f) C a Cartan subalgebra. Then it is well known that coadjoint orbits of reductive type 
are parameterized by the orbits in f)* of the normalizer Ngj^{[}) of f) in Gk- In this paper, we 
present similar results for all quasi-reductive Lie algebras. 

In the rest of this introduction, we assume K algebraically closed. 

When is an unimodular quasi-reductive Lie algebra, it has a simple structure (see section 
|4] below) which reduces the classification of Gic-coadjoint orbits of reductive type to the case 
of a Levi factor of G. This was known for long (see |2], The main purpose of this paper is 

to extend this theory to non unimodular algebraic quasi-reductive Lie algebras : we reduce the 
classification of coadjoint orbits of reductive type to that of particular reductive subgroups of 
Gk, whose conjugacy class depends only on the restriction of the linear forms to the unipotent 
part of 3g (theorems 13.6.11 and I3.6.2P . These subgroups are the so called canonical reductive sub- 
groups of Gk and their Lie algebras the so called canonical Lie subalgebras of q (see Definitions 
13.6. ip ; it turns out that the canonical Lie subalgebras are all conjugated under Gk- The proofs 
use tools on the behavior of coadjoint orbits under induction which where introduced in 
in particular the notion of linear form on g of unipotent type. 

"Most" algebraic Lie algebras are not quasi-reductive. For instance, a solvable Lie algebra 
g for which the center 3g is zero is quasi-reductive if and only Gr has an open orbit in the 
dual n* of its unipotent radical n. However, many interesting classes of Lie algebras are quasi- 
reductive : reductive Lie algebras and many of their parabolic subalgebras (see below) , Frobenius 
Lie algebras, etc... 

As an illustration of the notion of quasi-reductive Lie algebra, we consider the specially 
interesting case of parabolic subalgebras of a simple Lie algebra s. A striking fundamental old 
result is the fact that Borel subalgebras of s are quasi-reductive (Kostant |24) -unpublished, see 
Joseph |17)). For s of type A and C, all parabolic subalgebras are quasi-reductive (Panyushev 
|27)). However, this is not longer true for s = 5o(n,]K) for n > 7 (see Tauvel-Yu |29j ) or for 
exceptional s (see Baur-Moreau |5]). In theorems 15.25.11 15.25.21 and 15.25.3] we give the list of 
quasi-reductive parabolic subalgebras 5o{n,M.). Many results about parabolics of so(n,]K) are 
explicitly or implicitly given in the literature, in particular, Dvorsky |12) . |13) and Panyushev 
|27) . However, we think it is useful to have a clear full picture. In |25) . Moreau and Yakimova 
describe the conjugacy class of canonical reductive Lie subalgebras for quasi-reductive parabolic 
subalgebras of simple Lie algebras, and bi-parabolic subalgebras of g[(n,]K). 

Tauvel and Yu (see |31) . ch. 40) studied a related class of algebraic Lie algebras : let us say 
that g is "stable" if there is a regular form g & Q* such that Q{g) C g has a supplementary 
g(g')-invariant subspace. This is equivalent to the fact that the generic stabilizers G{g) of the 
coadjoint representation are conjugate by G. Quasi-reductive Lie algebras are stable. However, 
there are stable Lie algebras which are not quasi-reductive (for instance, most unipotent Lie 
algebras are not quasi-reductive, but the first example of a non stable unipotent Lie algebra is 
given in |23)). For a parabolic subalgebra of a simple Lie algebra, we do not know if the notions 
are equivalent. 

2. Introduction 

Dans la suite K designe un corps de caracteristique nulle. Soit g une algebre de Lie algebrique, 
c'est-a-dire I'algebre de Lie d'un groupe algebrique affine G defini sur IC. On designe par le 
centre de g et par g* I'espace dual de g muni des actions coadjointes de g et G. Etant donnee 
une forme lineaire g G g*, on note Q{g) C g son centralisateur. On identifie Q{g)/^Q avec son 
image dans gt(g). C'est I'algebre de Lie du groupe G{g)/ Z^^ ou G{g) est le centralisateur de g 
dans G et Zq est le centralisateur de g dans G. 
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Definition 2.0.1. Une forme lineaire g £ Q* est dite de type reductif si Q{g)/lQ est une sous- 
algebre de Lie reductive de qI{q) dont le centre est forme d'elements semi-simples de 

De maniere equivalente, cela revient a demander que le groupe algebrique G{g)/ZQ soit 
reductif. II peut egalement etre utile d'introduire la notion de forme lineaire de type reductif 
pour des algebres de Lie non algebriques (voir la section [6] ci-apres), et pour les algebres de 
Lie sur un corps de caracteristique p > 2 (voir [28]), mais ceci reste hors du champ du present 
article. 

Depuis les travaux de Kirillov |22) . il est bien connu que la representation coadjointe de G 
dans g* joue un role important en theorie des representations. C'est un fait experimental que les 
representations associees aux orbites de type reductif sont particulierement interessantes. Par 
exemple, lorsque IC = M, cliaque serie discrete de (ou Gk designe le groupe des K-points de 
G) est associee a une or bite de type reductif (voir |1H IL16] et |2]) et ceci a ete notre principale 
motivation pour introduire et etudier les formes lineaires de type reductif. 

Le but de cet article est d'etudier la classification des orbites de type reductif de Gk dans g*. 
Si la classification de toutes les orbites coadjointes est en general un probleme «sauvage» (voir 
|10)). il n'en est pas de meme pour les orbites coadjointes de type reductif. II se peut que 
I'ensemble des orbites coadjointes de type reductif soit vide. C'est pourquoi nous introduisons 
la definition suivante. 

Definition 2.0.2. Nous disons que I'algebre de Lie g est quasi-reductive s'il existe une forme 
de type reductif g Q* . 

II est facile de voir que si g est quasi-reductive, I'ensemble des formes lineaires de type reductif 
contient un ouvert non vide de g*. 

Par exemple, si g est reductive (c'est a dire, G est reductif), g est quasi-reductive puisque la 
forme lineaire G g* est de type reductif. Supposons de plus IC algebriquement clos et soit f) C g 
une sous-algebre de Cartan. II est alors bien connu que les orbites coadjointes de type reductif 
sont parametrees par les orbites dans t}* du normalisateur Na^Ct)) de t) dans Gk- Dans cet 
article, nous presentons des resultats similaires pour toutes les algebres de Lie quasi- reductives. 

Dans la suite de cette introduction, on suppose que K est algebriquement clos. 

Lorsque g est une algebre de Lie quasi-reductive unimodulaire, elle a une structure particulie- 
rement simple (voir la section |4]ci-apres) permettant de ramener la classification des Gig-orbites 
coadjointes de type reductif au meme probleme pour un de ses facteurs de Levi. Ceci etait connu 
depuis longtemps (voir |2] et |11)). Dans cet article, notre but principal est d'etendre cette theo- 
rie aux algebres de Lie quasi-reductives non unimodulaires : nous ramenons la classification des 
orbites coadjointes de type reductif au meme probleme pour certains sous-groupes reductifs 
de Gk dont la classe de conjugaison ne depend que de la restriction des formes lineaires au 
radical unipotent de 3g (voir les theoremes 13.6.11 et I3.6.2P . Ces sous-groupes sont appeles les 
sous-groupes reductifs canoniques de Gk et leurs algebres de Lie, les sous-algebres reductives 
canoniques de g (voir Definitions 13. 6. 1 1 ) ; il s'avere que ces dernieres sont toutes conjuguees entre 
elles sous Taction de Gr. Les demonstrations utilisent des outils adaptes au comportement des 
orbites coadjointes par rapport a I'induction, qui ont ete introduits dans en particulier la 
notion de forme lineaire de type unipotent. 

«Beaucoup» d'algebres de Lie algebriques ne sont pas quasi-reductives. Par exemple, une 
algebre de Lie resoluble g dont le centre 3g est reduit a est quasi-reductive si et seulement si 
Gk a une orbite ouverte dans le dual n* de son radical unipotent n. Cependant, de nombreuses 
classes interessantes d'algebres de Lie sont quasi-reductives : les algebres de Lie reductives et 
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beaucoup de leurs sous-algebres paraboliques (voir ci-apres), les algebres de Lie de Frobenius, 
etc... 

Pour illustrer la notion d'algebre de Lie quasi-reductive, nous considerons le cas particulie- 
rement interessant des sous-algebres paraboliques d'une algebre de Lie simple s. Un resultat 
fondamental, connu de longue date et particulierement frappant est le fait que les sous-algebres 
de Borel de s sont quasi-reductives (Kostant |24) . non publie, voir Joseph |17)). Pour s de type A 
et C, toutes les sous-algebres paraboliques sont quasi-reductives (Panyushev |27)). Cependant, 
ceci n'est plus vrai pour s = so(n,]K) avec n > 7 (voir Tauvel-Yu |29]), ou pour s de type 
exceptionnel (voir Baur-Moreau [5]). Dans I'enonce des tlieoremes 15.25.11 15.25.21 et 15.25.3] nous 
donnons la liste des sous-algebres paraboliques de 5o{n,M.) qui sont quasi-reductives. De nom- 
breux resultats concernant les sous-algebres paraboliques de so(n,]K) se trouvent de maniere 
explicite ou implicite dans la litterature, en particulier, Dvorsky [12], [13] et Panyushev |27) . 
Cependant, nous pensons utile d'en avoir un tableau complet et clair. Dans [25], Moreau et 
Yakimova decrivent la classe de conjugaison des sous-algebres reductives canoniques pour les 
sous-algebres paraboliques des algebres de Lie simples, et des sous-algebres bi-paraboliques de 

Tauvel et Yu (voir |3H ch. 40]) ont etudie une classe d'algebres de Lie reliee a celle des algebres 
de Lie quasi-reductives : disons qu'une algebre de Lie g est «stable» s'il existe une forme lineaire 
reguliere g Q* telle que Q{g) C Q admet un sous-espace supplementaire g((/)-invariant. Ceci 
est equivalent au fait que les stabilisateurs generiques G{g) de la representation coadjointe sont 
conjugues sous G. Les algebres de Lie quasi-reductives sont stables. Cependant, il existe des 
algebres de Lie stables qui ne sont pas quasi-reductives par exemple, beaucoup d'algebres de Lie 
unipotentes ne sont pas quasi-reductives, mais le premier exemple d'algebre de Lie unipotente 
non stable est donne dans |23)). Pour ce qui concerne les sous-algebres paraboliques d'une 
algebre de Lie simple, nous ne savons pas si ces notions sont equivalentes. 

3. Algebres de Lie quasi-reductives. 

Dans la suite et sauf mention du contraire, K est un corps algebriquement clos de caracteris- 
tique nulle. Par algebre de Lie algebrique, nous entendons une algebre de Lie qui soit I'algebre 
de Lie d'un groupe algebrique affine defini sur K. 

Si G est un groupe algebrique affine, on I'identifie a I'ensemble de ses points rationnels, on 
note %x le radical unipotent de G, Q son algebre de Lie, ""g I'algebre de Lie de Rappelons 
que G admet une decomposition de Levi : il existe un sous-groupe reductif R C G, appele sous- 
groupe de Levi ou facteur reductif de G, dont la classe de conjugaison modulo ^ est uniquement 
determinee, tel que G = Au niveau des algebres de Lie, on a la decomposition de Levi 

= t © "g. On dit que t est un facteur reductif de g et que ^ est son radical unipotent. 

Pour une action rationnelle de G sur une variete algebrique X et x € X, on note G{x) son 
stabilisateur et q{x) I'algebre de Lie de G{x). 

Si V est un espace vectoriel, on note V* I'espace vectoriel dual. S\W <ZV est un sous-espace 
vectoriel, et ^ € W* , on note V* C V* I'espace affine forme des g ^V* dont la restriction g\yi/ 
a W est egale a 

Si g est une algebre de Lie, on note ou plus simplement 3 son centre. Si g est une algebre 
algebrique et commutative, on note ^g son unique facteur reductif. 

Si G est un groupe algebrique, on note Gq sa composante neutre et on designe par ou 
plus simplement Z le centralisateur dans G de I'algebre de Lie g. L' algebre de Lie de Z est le 
centre 3 de I'algebre de Lie g de G. 

3.1. Formes de type reductif. 

Definitions 3.1.1. Soit g une algebre de Lie algebrique. 
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(i) une forme lineaire g Q* est dite de type reductif si le radical unipotent de g(g) est 
central dans g, 

(ii) I'algebre de Lie q est dite quasi-reductive s'il existe une forme lineaire sur q qui soit de 
type reductif. 

Remarque 3.1.1. Soit g une algehre de Lie algebrique et 3 son centre. II est clair qu'une forme 
lineaire g & Q* est de type reductif si et seulement si %Q{g)) = ^ et que, dans ce cas, Q{g) 
possede un unique facteur reductif, que Von note Xg. 

Soit G un groupe algebrique d'algebre de Lie g. Si une forme lineaire g est de type reductif, 
il en est de meme de toutes celles qui sont contenues dans son orbite sous V action coadjointe 
de G : V orbite sous G d'une telle forme est dite de type reductif. 

On voit alors qu'une forme lineaire (7 € g* est de type reductif si et seulement si I'une des 
proprietes equivalentes suivantes est verifiee : 



3.2. Formes lineaires de type unipotent. Cette notion est introduite dans [TTl 1. 10] pour 
encoder le resultat final de la theorie de Mackey. 

Rappelons quelques definitions. Soit g une algebre de Lie et (7 G g*. On note (3g la forme 
bilineaire {X,Y) ^ g{[X,Y]) sur g x g. Soit b un sous-espace de g. On note C g son 
orthogonal dans g. 

Definition 3.2.1. Soit b un sous-espace de g. On dit que b est coisotrope relativement kg s'il 
contient b^. 

Definition 3.2.2. Soit g une algebre de Lie algebrique et g ^ g*. On dit que g est de type 
unipotent si et seulement s'il verifie les conditions (Ul) et (U2) qui suivent. 

(Ul) Soit Q{g) = Xg +"(g(fi')) une decomposition de Levi de Q{g). Alors la restriction de g a 
Xg est nulle (cette condition ne depend pas du choix de la decomposition de Levi). 

(U2) II existe une sous-algebre b de q telle que 

(1) b est algebrique, 

(2) b est coisotrope relativement a g, 



On note g* I'ensemble des formes de type unipotent. II est clair qu'il est invariant sous 
Taction du groupe des automorpliismes de g. L'orbite d'un element de g de g* sera dite de type 



La condition (U2) n'est peut-etre pas tres intuitive. Nous verrons (tlieoreme 13.4. ip que si g 
est une forme de type reductif, alors elle est de type unipotent si et seulement si la condition 
(Ul) est verifiee. 

Remarque 3.2.1. Pour une forme lineaire g € g*, la condition (Ul) est equivalente a la 
condition 

(U'l) il existe une sous-algebre de Cartan de Xg sur laquelle g s'annule. 

Dans |11| L20], on construit pour tout 5 € g* une sous-algebre coisotrope particuliere, dite 
canonique relativement a g, notee bg. Elle est determinee par recurrence sur la dimension de g 
par les conditions suivantes : on note u la restriction de g a^Q, \) \e stabilisateur de u dans g et 
h la restriction de g a I). Alors, on a 



(1) 
(2) 
(3) 
(4) 




(3) b = Q{g)+^. 



unipotent. 



(1) bg = bh+'^Q, si t)^Q 

(2) bg = g, si f) = g. 
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D'apres |1H fin de 1.20], on a : 
Lemme 3.2.1. Soit g S g*. Alors hg verifie la condition (U2) relativement a g. 

Si (7 € 0* , on designe par L[g) I'ensemble des A € Q{g)* tels que g el \ aient meme restriction 
a \Q{g))- On note S! I'ensemble des couples {g,\) avec 51 € g* de type unipotent et A € L[g). 
Le groupe G agit de maniere naturelle dans 

D'apres |1H 1.26], on a : 

Proposition 3.2.1. (i) Soit {g,X) G ^- Alors, la G-orbite d'une forme g' G q* telle que 
^leig) ~ ^ fi'|"ti ~ Sl^^g depend que de g et de X ; on la note 1^3, a • 
(a) L'application {g,X) Gg,\ induit une bijection de G\Si sur G\q* . 

Definition 3.2.3. Deux formes lineaires gj, j = 1,2, sur g sont dites ti-equivalentes s'il existe 
g egl et Xj e L{g), j = 1,2, tels que gj G ffg^Xj, j = 1,2. 

Remarque 3.2.2. Le fait pour deux formes lineaires sur g d'etre u-equivalentes, definit une 
relation d' equivalence sur g* dont I'ensemble des classes d' equivalences est naturellement en 
bijection avec I'ensemble des G-orbites de type unipotent. 

3.3. Formes fortement regufieres. Dans la suite g designe une algebre de Lie algebrique et 
G un groupe algebrique d'algebre de Lie g. On note 2eg ou plus simplement 2e la dimension 
des orbites coadjointes regulieres. 

Rappelons qu'une forme lineaire 5 G g* est dite fortement reguliere si elle est reguliere, auquel 
cas Q{g) est une algebre de Lie algebrique commutative, et si de plus le tore jg, unique facteur 
reductif de 0(5), est de dimension maximale lorsque g parcourt I'ensemble des formes regulieres. 
II est bien connu que I'ensemble des formes fortement regulieres, note g*, est un ouvert de Zariski 
G-invariant non vide de g*. 

Les tores jg, 5 G gj^ sont appeles les sous-algebres de Cartan-Duflo de g dans |19| 1.18]. lis 
sont deux a deux conjugues sous Paction du groupe adjoint connexe. 

Soit ] une sous-algebre de Cartan-Duflo de g. On designe par H = Zq{}) et H' = Nc;{j) son 
centralisateur et son normalisateur dans G. Ce sont deux sous-groupes presque algebriques de 
G d'algebre de Lie f) = g', le centralisateur de j dans g. Par suite le groupe quotient W{G,}) = 
H' /H est un groupe fini. 

Le dual de I'algebre de Lie f) s'identifie a I'ortliogonal de [j,g] dans g* qui n'est autre que 
g*', I'ensemble des points fixes de j dans g*. On montre alors qu'une forme lineaire (7 G f)* est 
fortement reguliere relativement a g si et seulement si : 

(1) elle est reguliere relativement a f), 

(2) la restriction a [j,g] de la forme bilineaire /3g est non degeneree. 

On voit en particulier que [j,g] est toujours de dimension paire, disons 2d. 

Choisissons un element non nul rj G A^°'([j, g]*). On note alors vrj^^ (ou plus simplement vrj) la 
fonction polynomiale sur f)* telle que : 

(5) ^Z^" m)\U]) = M9)V- 

C'est un element non nul de S{i)) qui est i3"'-semi-invariant de poids (det Adg/[j)~^. 
On a alors le resultat suivant : 

Theoreme 3.3.1. (i) L'application G ^ G induit une bijection de I'ensemble des orbites 
coadjointes fortement regulieres de G sur I'ensemble des orbites coadjointes de H' contenues 
dans (g*)'. 

(ii) Une forme lineaire (7 G f)* est fortement reguliere relativement a Q si et seulement si : 

(1) elle est reguliere relativement a \), 

(2) 7rj(<7)/0. 

Pour ce qui precede, voir [U numero 11]. 
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3.4. Algebres de Lie quasi-reductives. Dans ce numero, on etablit les premieres proprietes 
des algebres de Lie quasi-reductives. 

Si est une algebre de Lie algebrique, on designe par g*^^ (resp. 0*g^„) le sous-ensemble de 
g* constitue des formes lineaires de type reductif (resp. de type reductif et unipotent). 

Remarque 3.4.1. Une algebre de Lie algebrique reductive g est quasi-reductive. Elle possede 
une unique forme de type reductif et unipotent, savoir et Von a to = g. De plus si Von identifie 
g et g* au moyen d'une forme bilineaire symetrique non degeneree invariante, les formes de type 
reductif (resp. regulieres de type reductif) sont celles qui s'identifient aux elements semi-simples 
(resp. semi-simples reguliers de q). 

Theoreme 3.4.1. Soit g une algebre de Lie algebrique et 3 son centre. 

a) Soit g £ Q* une forme de type unipotent. Alors, les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) g est de type reductif, 

(ii) il existe une forme g' € g* u-equivalente a g telle que Q{g') = j O oil j est un tore, 
(Hi) il existe une forme g' G g* u-equivalente a g qui soit de type reductif. 

b) Soit g (z Q* une forme de type reductif et unipotent, g' une forme u-equivalente a g et 
A G L{g) telle que g' G ^g,x- Alors, g' est de type reductif si et seulement si A|t Vest. Dans ce 
cas, tg' est G-conjuguee a la sous-algebre reductive de rang maximal tg{X^^^) de Xg. 

c) Les assertion suivantes sont equivalentes : 

(i) Q est quasi-reductive, 

(ii) il existe g € Q* une forme de type unipotent et de type reductif, 
(Hi) il existe 5 G g* une forme fortement reguliere et de type reductif, 

d) On suppose g quasi-reductive. Alors, 

(i) V ensemble des formes fortement regulieres sur g est V ensemble des g (z Q* telles que 
0(5') = j ffi f^vec j un tore. En particulier, Vouvert de Zariski g* est contenu dans Q*^^^, 

(ii) I'ensemble des formes fortement regulieres est egal a I'ensemble des formes regulieres de 
type reductif. 

e) Si g (z g*erfi tout tore maximal de Q{g) est une sous-algebre de Cartan-Duflo de g. 

f) Si g £ 0*ed' 9 ^yP^ unipotent si et seulement si elle verifie la condition (Ul) 

Demonstration : a) Montrons (i) =^ (ii). Soit 5 G g* une forme de type unipotent et reductif, 
bg la sous-algebre acceptable canonique associee. D'apres le lemme 13.2.11 est egalement un 
facteur reductif de bg. Soit A G 5{g)* et g' G g* telle que S'ig(g) = A et g'^^^^ = g\%g- Alors, il 
resulte de |1H L26 et proposition 1.28] et |19| lemme 1.21] que la forme g' est ti-equivalente a 
g, que bg = bg' et que, si b = g^^,^, on a : 

(6) g(5') + (%)(&) = r,(A|,Je(%)(^>) 

(7) dimg/g(5') = dimg/g(g) dimrg/rg(A|,J 
la relation [7] etant equivalente a : 

(8) dimgig') = dimr<,(A|,J + dim "(g(5)). 

Supposons A choisie telle que tg{X^^^) soit une sous-algebre de Cartan de r^. Alors, il resulte 
de|6]que tg{X^^ ) est conjugue par un element de exp(("bg)(6))a un facteur reductif j de Q{g'). 
Comme on a "(g(5)) = C "(g(5'))j il suit de|8]que Q{g') = j ® ^, j etant un tore. 

L'implication (ii) =^ (iii) est evidente. 

Montrons (iii) (i). Soit done g' G g* une forme lineaire de type reductif et n-equivalente 
a g. Quitte a remplacer g' par un element de son orbite sous Taction d'un groupe algebrique 
connexe d'algebre de Lie g, on pent supposer que g et g' ont meme restriction a auquel cas 
bg = bg' (voir encore |1H 1.28 et sa demonstration] ou |19| 1.16]). Soit A = S'|g(g) et 6 = g^^^. 
Alors, les relations O et [5] s'appliquent. II suit de|U]et du fait que "(g(5')) = C %bg){b) que 



8 



MICHEL DUFLO, MOHAMED SALAH KHALGUI ET PIERRE TORASSO 



rg(A|j^) est conjugue au facteur reductif de Q{g')- La relation [8] montre alors que dim %Q{g)) = 
dim "(0(5')) = dim ^ et done que = '"(0(5)). 

b) Soit b la restriction de g a b. D'apres |19| lemme 1.21], on pent supposer que g et g' ont 
meme restriction a '%g, que A = g'^^ et que les relations [6] et [8] sont satisfaites. Mais alors, les 
facteurs reductifs de Q{g') d'une part et de tg{\^j.^) d'autre part sont conjugues par un element 
de exp(("bg)(6)). On voit done que g' est de type reductif si et seulement si A|j^ I'est. 

Supposons done que g' est de type reductif. Comme "(5(5')) = "(0(5)) = ^, on en deduit 
que tg(A|j_^) est un facteur reductif de 0(5''). Notre assertion est alors claire. 

c) Compte tenu de a), il suffit de montrer que toute forme lineaire 5 € 0* telle que Q{g) = j© 
avec j un tore, est fortement reguliere. Soit done g une telle forme lineaire. On a = 0' © [j,0], 
d'ou resulte la decomposition duale 0* = 0*^ © [j,0]*. Comme Q{g) C 0', la forme bilineaire 
alternee (/3g)|[j,g] est non degeneree, de sorte que I'application X X.g induit un isomorphisme 
lineaire de [j, 0] sur [j, 0]*. II en resulte que, si G designe un groupe algebrique connexe d'algebre 
de Lie 0, I'application ^ : G x 0*' — )■ 0* definie par il){x,g) = x.g, dont la different ielle en {l,g) 
est donnee par dip(^i^g^{X, h) = X.g + h, est etale en ce point, de sorte que son image contient 
un voisinage de g et done des elements fortement reguliers de 0*. On en deduit qu'il existe une 
forme fortement reguliere g' € 0*', de sorte que Q{g) = j © C 0(5') et done que Q{g) = Q{g'). 
D'ou le fait que g est fortement reguliere. 

d) (i) resulte de la demonstration de c) et du fait que ni dim Q{g), ni dim "(0((7)) ne depend 
du choix de la forme fortement reguliere 51 G 0*. 

(ii) est consequence de (i) et du fait que, si g est une forme reguliere, Q{g) est une algebre de 
Lie commutative. 

e) est consequence de (i) =^ (ii) du a), de b) et de d). 

f) Soit g € 0*g^ telle que g^^^ = 0. D'apres |19| lemme 1.20], il existe une forme lineaire g' 
de type unipotent w-equivalente a g telle que bg = bg/, g et g' aient meme restriction a '^g et 
tg C tg'. Compte tenu de b), Xg est une sous-algebre reductive de rang maximal de Xg' de sorte 
que Xg' = tg + [tgjtg']. Ou en deduit que g s'annule sur Xg', de sorte que g G ^{o,g') — G.g'. m 

Choisissons une realisation de comme une sous-algebre de Lie algebrique de I'algebre de 
Lie des endomorphismes d'un K-espace vectoriel de dimension finie V et designons par Tr X 
la trace d'un endomorphisme X de V. Soit j une sous-algebre de Cartan-Duflo de et f) son 
centralisateur dans 0. On designe par f)i I'ideal de {), orthogonal de j pour la forme bilineaire 
{X,Y) I—)- TrXY. Alors, f)i est une sous-algebre de Lie algebrique de f) (voir |20| lemme 15]) et 
I'on a [) = j © f)i. On en deduit la decomposition en somme directe duale [)* = j* © t}^, ou Ton 
a identifie j* (resp {)*) a I'orthogonal de f)i (resp. j). 

Soit g G 0* une forme de type reductif. D'apres I'assertion e) du theoreme precedent, tout 
tore maximal de est une sous-algebre de Cartan-Duflo de 0. 

Theoreme 3.4.2. Soit g (z Q* une forme de type reductif et] dXg une sous-algebre de Cartan- 
Duflo de 0. Ecrivons g = \ -\- gi avec A G j* et gi ^ \)\. Alors, 

(i) gi est une forme de type reductif et unipotent u-equivalente a g telle que bg = bg-^ et 
Xg C tgj. En particulier, ] est une sous-algebre de Cartan de r^^. 

(ii) Les orbites coadjointes des formes de type reductif u-equivalentes a g sont les orbites des 
elements de la forme fi -\- gi, avec G j*. 

(Hi) Soit fi G j*. La forme lineaire fi + gi est fortement reguliere si et seulement si fi, vu 
comme un element de x* , est une forme lineaire reguliere. 



Demonstration : (i) Lorsque g est fortement reguliere, ce point resulte de |19| lemme 1.26 et 
proposition 1.16]. La demonstration dans le cas general est identique. 
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(ii) Soit g' une forme de type reductif it-equivalente a g. Soit ]' C Xgi une sous-algebre de 
Cartan-Duflo de g. Ecrivons g' = \' + g[ avec A' € }'* et g[ € f)']*. Comme g et g' sont it- 
equivalentes, (71 et g[ sont deux formes de type unipotent w-equivalentes, done situees sur la 
meme or bite. On pent done supposer que g[ = gi. Mais alors d'apres (i), on a j' C tg' C r^j. 
Quitte, a faire agir un element de G{gi), on pent supposer que j' = j ce qui montre que I'orbite 
de g' est bien de la forme indiquee. 

Reciproquement, soit fi € j*. D'apres le resultat precedent, il existe /i' G j* tel que la forme 
n' + gi soit fortement reguliere et de type reductif. On pent done appliquer |19| lemme 1.28] 
selon lequel g{fi + gi) = Xg^{fi) © tflls'i))- ^ ^st alors clair que la forme /i + 51 est de type 
reductif. 

(iii) est une consequence immediate de ce qui precede. ■ 

3.5. Formes quasi-reductives et orbites de type reductif et unipotent. Soit g une 
algebre de Lie algebrique et a un ideal central de q. Etant donne G 0*, on designe par g* 
I'ensemble des g (z Q* tels que g^^ = fi. 

Definition 3.5.1. Soit g une algebre de Lie algebrique et a un ideal central de g. On dit qu'une 
forme lineaire £ a* est quasi-reductive, sous-entendu relativement a g, s'il existe une forme 
g S g* qui soit de type reductif. 

Si a est un ideal central de I'algebre de Lie algebrique g, on designe par a* le sous-ensemble 
de a* constitue des formes quasi-reductives. 

Theoreme 3.5.1. Soit g une algebre de Lie algebrique, 3 son centre. 

(i) si Q est quasi-reductive et si a est un ideal central de g, I'ensemble ci*^g^ est un ouvert de 
Zariski de a*, image par la projection naturelle de g* sur a* de I'ouvert de Zariski g* des formes 
fortement regulieres sur g. 

Soit fi£ y. 

(ii) la forme fi est quasi-reductive si et seulement s'il existe une forme g £ q*^ de type reductif 
et unipotent, 

(iii) si fi est quasi-reductive, I'ensemble des formes lineaires de type reductif et unipotent 
contenues dans g* est une orbite sous I'action du groupe adjoint connexe de g, 

(iv) si /i est quasi-reductive, I'ensemble des elements de type unipotent et reductif de g* est 
egal a I'ensemble des g & Q*^ de type reductif tels que Q(g) soit de dimension maximale et g\ = 0. 

Demonstration : (i) est une consequence des assertions a) et d) (ii) du theoreme 13.4.11 et du 
fait que deux formes u-equivalentes ont meme restriction a 

(ii) resulte du fait deja signale que deux formes lineaires u-equivalentes ont meme restriction 
a et du theoreme 13.4.11 a) . 

(iii) soit done 5 S gj^ de type unipotent et soit j une sous-algebre de Cartan-Duflo de g. D'apres 
le theoreme I3.4.2| dont on reprend les notations, et comme manifestement ^ est contenu dans 
t)i, I'orbite de g rencontre (f)J)^ et toute forme de type reductif contenue dans {i}^)^ est de type 
unipotent. 

II sufHt done de montrer que, si G est un groupe algebrique connexe d'algebre de Lie g, 
I'ensemble des formes de type reductif situees dans {1)1)^ constitue une orbite sous I'action du 
centralisateur H de j dans G, ce qui sera etabli si Ton montre que la i3"-orbite d'une telle forme 
est ouverte dans 

Soit done g € (f}i)^ une forme de type reductif. Comme t}* est le sous-espace de g* forme des 
vecteurs invariants par I'action du tore j, [){g) est la partie de Q{g) = tg (B ^ centralisee par j. 
Comme j est une sous-algebre de Cartan de tg, on a l){g) = j © II est alors clair que que la 
i3"-orbite de g est ouverte dans (f)i)^- 

(iv) resulte de I'assertion (iii) et des assertions b) et f) du theoreme 13.4.11 ■ 
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Corollaire 3.5.1. Soit g une algehre de Lie algebrique et 3 son centre. Par restriction a 
Vensemhle des G-orbites de type reductif et unipotent est en bijection avec Vensemble des G- 
orbites dans ^^g^grf- particulier, si fx ^^Ired' existe une unique G-orbite coadjointe de 
type reductif et unipotent rencontrant g* ; on la note Oc^i- 

Demonstration : C'est une consequence du theoreme 13.5.11 (iii). ■ 

3.6. Sous-algebres et sous-groupes reductifs canoniques. Dans ce numero, on suppose 
que Q est une algebre de Lie algebrique quasi-reductive de centre 3. On rappelle que si g' € fl* 
est de type reductif, designe le facteur reductif de Q{g) ; on designera alors par Rg un facteur 
reductif de G{g). Les facteurs reductifs Rg ont tons meme composante neutre et sont tons 
conjugues sous Taction de '^Z. 

Theoreme 3.6.1. (i) les stabilisateurs Q{g), pour g ^ q* de type unipotent et reductif sont deux 
a deux conjugues par le groupe adjoint algebrique connexe. 

(ii) il existe un ouvert de Zariski non vide U de ^gd' 9 d' ^oient deux formes 
de type unipotent dont les restrictions a ^ soient dans U, alors les stabilisateurs G{g) et G{g') 
sont G-conjugues. 

(iii) on suppose que '^Z est un sous-groupe central de G. Alors, Vensemble des n S ^*Qred ^^^^ 
que le nombre de composantes connexes de G{g) pour g de type unipotent et reductif soit 
maximal est un ouvert de Zariski de ^* . Get ouvert de Zariski verifie I'assertion (ii). 

Demonstration : (i) II est equivalent de montrer que les facteurs reductifs Xg, pour g € g* 
de type unipotent et reductif sont deux a deux conjugues. Pour ce faire, il suffit de montrer 
que si g est de type unipotent et reductif et si /i = il existe un ouvert de Zariski U de 
'^g red contenant fj, et tel que, pour tout fi' € U, il existe g' de type unipotent et reductif tel que 
fi' = g'^^ et que et Xg' soient conjugues par le groupe adjoint algebrique connexe. 

En effet, si Ton suppose ceci etabli, etant donnes gi, i = 1,2, de type unipotent et reductif, 
il existe des ouverts de Zariski Ui de ^g^^ contenant /ij = gi^v^, i = 1,2, et ayant la propriete 
etablie. Mais alors Ui H U2 est non vide et, si //' € C/i n U2, il existe pour i = 1,2 g'- de type 
unipotent et reductif tel que /x' = g'.^^ et que Xg. et Xgi soient conjugues par le groupe adjoint 
algebrique connexe. Comme, d'apres le theoreme 13.5.11 Xg/^ et Xg/^ sont conjugues par le groupe 
adjoint algebrique connexe, on voit que t^^ et Xg^ le sont. 

Soit done g de type unipotent et reductif, ^ = g^u^ et g' une forme fortement reguliere 
ti-equivalente a g, de sorte que Q{g') = j ® avec j une sous-algebre de Cartan-Duflo de 
0. Reprenant les notations de la demonstration du theoreme 13.5.11 on ecrit g' = j ® g''^ et 
g*' = j* © (g''^)*. On salt alors que g' se decompose sous la forme g' = X + gi, avec A € j* et 
9i G (5^'^)*j 9i etant de type unipotent u-equivalente a g' et done dans I'orbite de g sous le 
groupe adjoint algebrique connexe. On pent done supposer que g = gi, auquel cas j est une 
sous-algebre de Cartan de r^. 

Soit m un supplementaire tg-invariant de dans g. La decomposition g = m © permet 
d'identifier a un sous-espace de g* fixe point par point par r^. De plus, on a g^ = m' © ^ 
et il est clair que est contenu dans g''^ de sorte que g''^ = (m' fl g''^) © Par suite, ^* est 
contenu dans (g''^)*. 

Maintenant si z/ E on voit que © C g(g + 1^) et j © C Q{g' + 1') avec, dans les deux 
cas, egalite pour z/ dans un ouvert de Zariski V de ^* contenant 0. Mais alors, si ly ^V, g' + ly 
est une forme fortement reguliere et de type reductif appartenant a g*' et g' + i' = X + g + i' 
avec A € j* et g + v G (g''^)*, de sorte que g + u est une forme de type unipotent et reductif 
ti-equivalente a g' dont le stabilisateur est % © ^. II est alors clair que I'ouvert de Zariski 
U = + V de convient. 
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(ii) dans |19| 1.29, 1.30] on a attache a chaque forme lineaire 17 € 0* un sous-groupe algebrique 
Bg de G d'algebre de Lie bg, dont la classe de conjugaison ne depend que de la classe de u- 
equivalence de g et qui verifie Bg = G{g){Bg)Q lorsque g est de type unipotent. De plus, on a 
montre ( |19| 2.20]) qu'il existe un ouvert de Zariski non vide V de g* tel que si g,g' € V les 
facteurs reductifs de Bg et Bg' sont conjugues. Or, si la forme lineaire g est de type reductif et 
unipotent, G{g) = Rg et Rg est un facteur reductif de Bg. II est alors clair que I'ouvert de 
Zariski [/, image de V r\Q* par la projection naturelle de g* sur ^* convient. 

(iii) soil /i G ^* telle que le nombre de composantes connexes de G{g) pour 5 G 0^ de 
type unipotent et reductif soil maximal. Soil R un facteur reductif de G contenant Rg et soil 
m un supplementaire l?-invariant de ^ dans g. La decomposition Q = xn® ^ permet d'identifier 
^* a un sous-espace de g* fixe point par point par R. II suit de la demonstration de (i), qu'il 
existe un ouvert de Zariski V de contenant tel que, pour tout u £ V, la forme lineaire 
g' = g -\- v est une forme de type reductif et unipotent. II est clair que, pour une telle forme, 
on a G{g) C G{g'), ces deux groupes ayant meme composante neutre. Comme le nombre de 
composantes connexes de G{g) est maximal, on a G{g) = G{g'). Notre assertion est alors claire. 

■ 

Definitions 3.6.1. Soit g une algehre de Lie algebrique quasi-reductive et G un groupe alge- 
brique d'algebre de Lie g. 

(i) les sous-algebres Xg, pour g G Q^edw -^o^^i appelees les sous-algebres reductives canoniques 
de g, 

(ii) si fi ^gred' sous-groupes Rg, g G Og,^j., sont appeles les sous-groupes reductifs 
canoniques relatifs a /i de G. 

D'apres le theoreme 13.5. 1| la classe de conjugaison, sous le groupe adjoint connexe de g, des 
sous-algebres reductives canoniques est uniquement determinee et ne depend que de I'algebre 
de Lie quasi-reductive g. 

Par contre la classe de conjugaison des sous-groupes reductifs canoniques relatifs a ^ pent 
dependre de la G-orbite de ^ dans ^.g^ : voir le numero 13.9.51 ci-apres. 

Le resultat suivant montre que, pour /i G fixe, les G-orbites des formes de type reductif 

rencontrant le sous-espace g* sont en bijection avec les orbites de type reductif d'un sous-groupe 
reductif canonique relatif a /i. 

On reprend les notations du numero 13.21 proposition 13.2.11 

Theoreme 3.6.2. Soit G un groupe algebrique sur IC d'algebre de Lie g supposee quasi- 
reductive. Soit /i G 5 G g^ une forme de type reductif de type unipotent et Rg un 
facteur reductif de G{g). Alors, I'application A 1— )> ^g^\+jj, induit une bijection de I'ensemble des 
Rg-orbites de type reductif dans r* sur I'ensemble des G-orbites de type reductif rencontrant g* . 

Demonstration : Designons par ^g le sous-ensemble, G- invariant, de g* constitue des formes 
lineaires li-equivalentes a g. On a la decomposition en somme directe Q[g) = Xg ® ^ et la 
decomposition duale g(5)* = t* © '^*. II est immediat que I'application A 1— )> A -|- ^ induit une 
bijection de r* sur L{g). Utilisant la proposition 13.2. l] on en deduit facilement que I'application 
A I—)- (^g^A+/i induit une bijection de Rg\Xg sur G\'^g. 

Soit A G L{g) et g' G g* ayant meme restriction que A a tg et que g a ^g. II resulte 
de I'assertion b) du theoreme 13.4.11 que g' est de type reductif, si et seulement si A Test. Le 
theoreme est alors consequence immediate de ce qui precede et du fait que, d'apres le corollaire 
13.5. H il existe une et une seule orbite de type reductif et unipotent rencontrant g* . ■ 

3.7. Exemples. Dans ce numero, nous donnons quelques exemples d'algebres de Lie quasi- 
reductives et de formes de type reductif. 



3.7.1. Une algebre de Lie algebrique reductive g est quasi-reductive (voir la remarque I3.4.ip . 
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3.7.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d'une forme symplectique B et 
i)V I'algebre de Heisenberg construite sur V : f)y = ^ © Kz, 3 = = est le centre de f)y et 
si v,w S V, leur crochet est donne par [v, w] = B{v, w)z. Alors l)v est une algebre de Lie quasi- 
reductive, les formes lineaires de type reductif sont celles dont la restriction au centre est non 
nuUe et pour toute forme de type reductif g on a Xg = 0. De plus, on a 3*j.g£^ = {I'z* : v G K^} 
et si 5( € {^v)uz*, V £ I'orbite de g sous le groupe adjoint connexe est {^y\z*- 

3.7.3. On garde les notations du numero precedent et on designe par sp(y) I'algebre de Lie 
du groupe symplectique de (K-B) : Taction naturelle de sp(y) sur V se prolonge en une action 
par derivation sur fjy, triviale sur le centre. Soit alors g le produit semi-direct de sp(y) par \)y 
de sorte que g = sp(y) f)y, le crochet etant donne par 

[Xl + /li,X2 + /l2] = [Xi,X2]+Xi./l2-X2./ll + [/ll,/l2], Xi,X2 GSP(T/), h^M £ ■ 

Soit ) une sous-algebre de Cartan de sp(y). On designe par g^* la forme lineaire sur g nulle sur 
sp(y) © y et telle que gz*{z) = 1 et on identifie un element A de j* avec la forme lineaire sur g 
ayant meme restriction a j et nulle sur [j,sp(l/^)] © i)v 

Alors g est une algebre quasi-reductive. Un systeme de representants des orbites de type 
reductif sous Taction du groupe adjoint connexe est constitue des formes s'ecrivant A -|- I'gz*, 
A parcourant un systeme de representants des orbites du groupe de Weyl dans j* et € IC^, 
celles de type unipotent correspondant a A = et celles regulieres correspondant a A regulier 
dans 5p{V)*. Si v £ K^, on a Qivgz") = 5p{V) ©Kz, x^g^, = 5p{V) et si A G j* est regulier, on 
a g(A + vgz") = j ©Kz, Xx+yg^, = ]■ 

3.7.4. On garde les notations du numero precedent, sauf pour g. On fait agir t € K au travers 
d'une derivation sur f)y en decidant que t.v = tv^v t.z = 2tz. Alors cette action commute 
a celle de 5p{V). On designe maintenant par g I'algebre de Lie produit semi-direct de 5p{V) x IC 
par f)y, qui contient sp(y) © et on prolonge gz* en une forme lineaire sur g, encore notee 
gz*, nulle sur le facteur K de sp(y) x K. 

Alors g est une algebre quasi-reductive et son centre est trivial. L'ensemble des formes de type 
reductif et unipotent est I'orbite de gz* sous Taction du groupe adjoint connexe. Un systeme de 
representants des orbites sous Taction du groupe adjoint connexe des formes de type reductif est 
constitue des formes s'ecrivant A-l-^^*) A parcourant un systeme de representants des orbites du 
groupe de Weyl dans j*. On a r^^, = Q{gz*) = sp(T^) et si A G j* est regulier, on a Q{X + gz*) = j- 

3.8. Algebres de Lie prehomogenes. Une forme 5 G g* telle que Q{g) = 3 est evidemment 
de type reductif. II revient au meme de demander que I'orbite Go.g soit un ouvert de I'espace 
affine g + 3^, ou 3-*- designe I'orthogonal de 3 dans g*. Nous verrons que ces formes jouent un 
role particulier dans la theorie des algebres de Lie quasi-reductives, ce qui justifie une nouvelle 
definition. 

Definitions 3.8.1. (i) Une algebre de Lie algebrique g de centre 3 est dite prehomogene s'il 
existe une forme lineaire 5 G g* telle que Q{g) =3. 

(a) Si a est un ideal central de I'algebre de Lie prehomogene g, une forme ^ G 0* est dite 
prehomogene, s'il existe g G g* telle que Q{g) =3. 

(Hi) Une algebre de Lie prehomogene de centre nul est dite de Frobenius. 

Remarque 3.8.1. Lorsque 3 est nul, I'algebre g est prehomogene si et seulement si G a une 
orbite coadjointe ouverte, c'est-d-dire si g* est une espace prehomogene pour G au sens de 
Kimura-Sato (voir |21) ). C'est pourquoi nous avons choisi cette terminologie. Cependant, les 
algebres de Lie prehomogenes sont interessantes a plusieurs points de vue et apparaissent dans 
la litterature sous d'autres noms. Voir notamment |26 | I15 | [TB] oil elles sont appelees algebres de 
Frobenius lorsque 3 est nul et de carre integrable en general. Dans |18| I3, l^s algebres de Lie 
de la forme g/3 (oil q est prehomogene) sont appelees symplectiques ou bien quasi- Frobenius. 
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Les algebres de Lie prehomogenes sont quasi-reductives. Si o est un ideal central de I'algebre 
de Lie preliomogene g, une forme lineaire ^ G a* est preliomogene si et seulement si elle est 
quasi-reductive. Plus precisement, on a le resultat suivant : 

Theoreme 3.8.1. Soit g une algebre de Lie prehomogene de centre 3. 

(i) les formes de type reductif sur g sont les formes regulieres et elles sont toutes fortement 
regulieres. Celles qui sont de type unipotent sont celles qui s'annulent sur le facteur reductif ^jde 

(a) si fi G 3* est prehomogene, I'ensemble des formes de type reductif contenues dans g* est 
une orbite sous V action du groupe adjoint connexe et c'est I'unique orbite ouverte contenue dans 

(Hi) I'ensemble des G 3* qui sont prehomogenes est un ouvert de Zariski, image reciproque 
par la projection naturelle de 3* sur ^* de ^* 

(iv) par restriction a 3, I'ensemble des orbites coadjointes de type reductif est en bijection 
avec les orbites de G dans 3*^g^- 



Demonstration : II est clair que g admet '3 pour unique sous-algebre de Cartan-Duflo. II 
resulte alors de I'assertion e) du theoreme 13.4.11 que toute forme de type reductif et unipotent 
est telle que Q(g) = 3, done reguliere. L'assertion (i) decoule facilement de cette remarque et du 
fait que d'apres l'assertion a) du theoreme 13.4. li si une forme de type unipotent est u-equivalente 
a une forme de type reductif, elle est elle-meme de type reductif. 

Soit /i G et (jr G gj^ une forme de type reductif. Alors I'orbite de g sous le groupe adjoint 
connexe est contenue dans g* et son espace tangent en g est 3-*-. L'assertion (ii) est alors claire. 

Les assertions (iii) et (iv) sont des reformulations des resultats du theoreme 13.5.11 et du 
coroUaire 13.5.11 ■ 

Corollaire 3.8.1. Soit g une algebre de Lie prehomogene et nilpotente. Pour toute forme li- 
neaire quasi-reductive /i G ^* , g* est une orbite de type reductif sous I'action du groupe adjoint 
connexe. 



Demonstration : C'est une consequence immediate de l'assertion (ii) du theoreme precedent 
et du fait que les orbites coadjointes d'un groupe unipotent sont fermees. ■ 

Soit g une algebre de Lie prehomogene. Alors 2e = 2eg est la dimension de g/3. Fixons un 
element non nul uj de A^'^((g/3)*). Si g G g*, la forme bilineaire /3g passe au quotient a g/3 en une 
forme encore notee de meme. On note ^g^cu (ou plus simplement ^'g) la fonction polynomiale sur 
g* telle que ^ A*^ (Pg) = ^3(5)0;, g G g*. C'est un element non nul de S{[q, g]), G-semi-invariant 
de poids det Adg. 

On ecrit 

(9) *0 = 

ou <I>g est le produit de tons les facteurs premiers de ^'g qui sont contenus dans S{^). 
On a alors le corollaire evident suivant du theoreme 13.8.11 : 

Corollaire 3.8.2. Soit g une algebre de Lie algebrique prehomogene. Alors, 

(i) un element g (z Q* est regulier si et seulement si ^'g(g') 7^ 

(ii) un element de 3* est prehomogene si et seulement si $g(^) ^ 0, 

(iii) <I>g est un element de S'("3). 

Remarque 3.8.2. Lorsque g est une algebre de Frobenius, on a $g = 1. 
3.9. Exemples. Voici quelques exemples d'algebres de Lie prehomogenes. 
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3.9.1. L'algebre de Heisenberg f)y du numero 13.7.21 est prehomogene et Ton a (pour un choix 
convenable de u) = $f,^ = z'^, on 2e = dimV. 

3.9.2. On fait agir K par derivations sur \)v comme au numero l3.7.4l et on considere le produit 
semi-direct g de K par Alors, q est une algebre de Frobenius, I'ensemble des formes de type 
reductif etant I'unique orbite ouverte du groupe adjoint connexe : elle est constituee des formes 
lineaires qui ne sont pas nulles sur le centre de f)\/. Ici, on a ^'g = z^'^^. 

3.9.3. Dans ce numero et les deux suivants, V = Ke © K/ est un K-espace vectoriel de di- 
mension 2. On designe par b la sous-algebre de Borel de s[(y) constituee des endomorphismes 
ayant une matrice triangulaire superieure dans la base (e, /) et par B le sous-groupe de Borel 
correspondant de SL(y). On note h (resp. x) I'endomorphisme de V tel que h.e = e et h.f = f 
(resp. x.e = et x.f = e), de sorte que {h, x) est une base de b verifiant [h, x] = 2x. Alors b est 
une algebre de Frobenius. On a ^'t, = a;. 

3.9.4. Soil f le produit semi-direct de b et V : f = b (B V ■ Outre celui deja donne, les crochets 
non nuls des elements de la base {h, x, e, f) sont : [h, e] = e, [h, f] = —f et [x, f] = e. Alors f 
est une algebre de Frobenius, I'orbite ouverte etant constituee des formes lineaires g telles que 
g(e) 7^ 0. On a ^'f = e^. 

3.9.5. On munit V de la forme symplectique B telle que B(e, /) = 1 et on considere l'algebre 
de Heisenberg i)v = V (B^z correspondante. On designe par Hy le groupe unipotent d'algebre 
de Lie t)v- On a sp(y) = s[(y) et Sp(y) = SL(y). On pent done considerer le groupe G produit 
semi-direct de B par Hy dont l'algebre de Lie est Q = b © fjy- Alors outre ceux deja mentiones 
dans b et i)Vi les crochets non nuls des elements de la base (/i, x, e, /, z) de q sont les suivants : 
[h,e] = e, [h, f] = —f, [x,f] = e. L'algebre de Lie q est prehomogene de centre 3 = Kz. De 
plus, le quotient g/3 est isomorphe a l'algebre f. On a ^'g = — 2xz et $g = 1. 

Le centre de G est le sous-groupe unipotent Z d'algebre de Lie 3. Si g G g* est une forme 
reguliere, G{g)/Z est un groupe fini. A automorphisme exterieur pres, il y a deux types de 
formes regulieres : celles telles que g{z) ^ 0, par exemple g = x* + z*, et celles telles que 
g{z) = 0, par exemple g = e*. On verifie que Ton a G{x* + z*)/Z ~ Z/2Z et G{e*)/Z {1}. 

Ce dernier exemple illustre le fait que la classe d'isomorphie du stabilisateur d'une forme de 
type reductif et unipotent pent dependre de cet element et montre que les resultats du theoreme 
13.6.11 concernant ces classes d'isomorphie sont les meilleurs que I'on puisse obtenir. 

3.10. Classification des orbites de type reductif. Dans ce numero on ramene le probleme 
de la classification des orbites de type reductif pour une algebre de Lie quasi-reductive au 
meme probleme pour le centralisateur d'une sous-algebre de Cartan-Duflo, qui se trouve etre 
une algebre de Lie prehomogene. 

Soit g une algebre de Lie quasi-reductive et G un groupe algebrique d'algebre de Lie g. Soit j 
une sous-algebre de Cartan-Duflo de g. On pose b = fl'i H = Zed) et H' = Nad). Rappelons 
que I'on designe par l)^ I'ideal de f) orthogonal de j pour la forme {X,Y) 1— ?> TrXY, et que 
TTj G S{1)) a ete defini au numero l3.4[ formule[5l 

D'apres |19| 2.28], le systeme de racines Aj de j dans r ne depend pas de la sous-algebre 
reductive canonique r contenant j, de meme que, pour tout a G Aj, la coracine Ha dans la 
partie semi-simple de r. On choisit un ensemble de racines positives Aj^ C Aj et on pose alors 



(10) 



n 

,cA + 



Alors, toujours d'apres |19| 2.28], il existe un element 7rj_i de S{1)^) 

(11) TTj = TTj^.TTj^i. 



tel que 
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On ecrit alors 

(12) TTj^l = 7rj_^7rj^2 

ou TTj^z est le produit de tous les facteurs premiers de vrj i qui appartiennent a ^(jf,^). 
Avec ces notations on a : 

Theoreme 3.10.1. (i) f) est une algebre de Lie prehomogene de centre 3() = j ffi et Von a 

(a) Si g £ Q* est une forme lineaire de type reductif, G.g fl f)* est une H'-orbite de type 
reductif. 

(Hi) L'application O i— ?• OCii)* induit une bijection de I'ensemble des G-orbites de type reductif 
(resp. de type reductif et unipotent) dans q* sur I'ensemble des H' -orbites de type reductif (resp. 
de type reductif et unipotent) relativement a f) contenues dans f)* H g*^^, 

(iv) Une forme lineaire g i)* est de type reductif relativement a q si et seulement si elle est 
reguliere relativement a i) et elle verifie TT]^i{g) ^ 0. Autrement dit, on a 

^ ' ={5Gri^f,(5)/0 ei^j,i(g)/0}. 

Une telle forme est de type unipotent si et seulement si sa restriction a ] est nulle. 

(v) Une forme lineaire /x E ^* est quasi- reductive si et seulement si elle est prehomogene 
relativement d^ et elle verifie ttj ^(yu) ^ 0. Autrement dit, on a 

(vi) Soit g (z Q* une forme de type reductif et unipotent et fi la restriction de g d Alors 
G./J, = H' .ji et G.g fl f)* est la reunion des orbites Oho,u, pour v parcourant G.fi. 

(vii) On suppose que est un sous-groupe central de G. Alors, pour toute forme lineaire 
€ f)* de type reductif et unipotent relativement a q, on a H' = Njig{))HQ. 

(via) Dans le cas general, pour toute forme lineaire g £ \]* de type reductif et unipotent 
relativement a q, on a H' = {NG{xg) R H')Hq. 



Demonstration : (i) II est clair que j © ^ est une sous-algebre de Lie algebrique centrale de 
f). Cela dit, d'apres le numero l3.3[ t)* Pig* est non vide tandis que, d'apres le theoreme 13 . 4 . 1 1 d) 
(i), Q* C 0*g^- Comme t) stabilise I'orthogonal [j,g] de t)*, on voit que \:){g) C g(fl'), pour tout 
5 G [)*. Si 5^ G f)* n g*, on a done j © C \:){g) C Q{g) = j © D'oii I'assertion. 

(ii) Soit g € g*g^- H resulte de I'assertion e) du theoreme 13.4. II que G.g rencontre f)*. On pent 
done supposer que g G t)* (1 g*^^^ C f)*^^. Soit x € G tel que g' = x.g G [)*. II suit encore de 
I'assertion e) du theoreme 13 . 4 . 1 1 q ue j est une sous-algebre de Cartan de Xg/. Mais alors, Adx~^(j) 
est une sous-algebre de Cartan de et il existe y € {Rg)o tel que Ady{)) = Ad3;~^(j). On voit 
done que xy € H' et verifie g' = xy.g. D'ou notre assertion. 

(iii) C'est une consequence immediate de I'assertion (ii) et du fait qu'une forme lineaire de 
type reductif g est de type unipotent si et seulement si il existe une sous-algebre de Cartan de 
tg sur laquelle elle s'annule (voir la remarque 13.2. ip . 

(iv) Soit g G f)*^^ que Ton ecrit g = X + gi, avec X £ j* et gi G 1)1. 

Supposons que g soit de type reductif relativement a g. Alors, il resulte du theoreme 13 . 4 . 2 1 q ue 
gi est de type reductif et unipotent, «-equivalente a 5 et qu'il existe A' € j* tel que g' = X' + gi 
soit une forme fortement reguliere relativement a g. D'apres le theoreme 13.3.11 on a iTj{g') 7^ 0, 
ce qui, d'apres (TT] entraine que TTj^i{g') 7^ 0. Comme tTj^i est un element de S{\:)i), on voit que 

T^iAa) = 7rj,i(5'i) = 7rj,i(s'') / 0. 

Reciproquement, supposons que nj^i{g) 7^ et soit A' € j* tel que VTj j,(A') 7^ 0. Alors, la forme 
g' = X' + gi est reguliere relativement a f) et verifie iTj{g') 7^ 0. D'apres le theoreme 13.3. H elle est 
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fortement reguliere relativement a q. II suit alors du theoreme 13.4.21 que g est de type reductif 
relativement a q. 

(v) C'est une consequence immediate de (iv) et des definitions. 

(vi) C'est une consequence de (iii) et du theoreme 13.5.11 (iii). 

(vii) C'est une consequence immediate de (vi). 

(viii) Soit g I)* une forme lineaire de type reductif et unipotent relativement a g. II suit de 
(vii) que H' (IGq C Niig{j)Ho. II suffit done de montrer que H' = {Ncixg) H H'){H' n Go). 
Soit done x G H' . Comme les sous-algebres reductives canoniques sont toutes conjuguees par le 
groupe adjoint connexe, il existe y G Gq tel que yx G NQ{xg). Quitte a multiplier y a gauche par 
un element de {Iig)Q, on pent supposer que yx normalise aussi j, de sorte que yx G NG{xg)nH' . 
Notre resultat est alors clair. ■ 

3.11. Exemples. Donnons quelques exemples pour illustrer les notions et resultats du numero 
precedent. Dans ce qui suit j designe une sous-algebre de Cartan-Duflo de I'algebre de Lie 
quasi-reductive et f) son centralisateur dans q. 

3.11.1. Si est reductive, une sous-algebre de Cartan-Duflo est une sous-algebre de Cartan. 
Alors, t) = j est une algebre de Lie commutative reductive et vrj = ir^^s- Le quotient H'/H 
est le groupe de Weil ^^^(j) de G dans j et I'ensemble des G-orbites de type reductif dans 
s'identifie, au moyen de I'application O i— )■ O H j*, a I'ensemble des VFG(j)-or bites dans j*. 

3.11.2. Si est nilpotente ou plus generalement prehomogene, j = {0}, I) = Q et ttj = 1. 

3.11.3. On reprend I'exemple du numero 13.7.41 : q = 5p{V) © ou V est un espace vectoriel 
de dimension 2r sur K muni de la forme symplectique B. Dans ce cas, on pent prendre pour 
j une sous-algebre de Cartan de 5p{V). Alors f) = j ® M.z est une algebre de Lie commutative. 
Alors, = = 1, TTj s est le produit des coracines d'un systeme de racines positives de j dans 

BP{V), TTi = et 7r,,[ = VT,, = On a X,recl = <^ Y^,red = ■ 

Soit S le groupe des automorphismes lineaires x deV qui conservent la forme symplectique 
B au signe pres : 

B{x.v,x.w) = e{x)B{v,'w), v^w &V. 
Alors e est un caractere d'ordre 2 de S dont le noyau est Sq = Sp{V). Le groupe S opere par 
automorphismes dans I'algebre de Lie de Heisenberg fjy de la maniere suivante : 

x.{v + Xz) = x.v + e{x)Xz, xGS,v^V, X^K. 

On pent done considerer le groupe algebrique G, produit semi-direct de S par le groupe 
unipotent Hy d' algebre de Lie 

Soit (ei, . . . , er, /i, . . . , fr) une base symplectique de y : on a B{ei, ej) = B{fi, fj) = et 
= ^iji ^ 1^ hj ^ 1^- Soit r I'endomorphisme lineaire de V qui verifie r.ej = fi et 
T-fi = Cj, 1 < i < r. Alors r G S, e(r) = —1 et G = Gq U tGq. Le centre Z de Gq est connexe 
et egal au centre de Hy- 

Les orbites de G dans ^*j.ed {^z* , —uz*}, u G K^. Si G K^, I'orbite de type 

reductif et unipotent qui rencontre 0*^* est celle de la forme vg^* et I'on a Rug^* = Sq. 

Soit j la sous-algebre de Cartan de sp(V^) admettant (ei, . . . , e^., /i, . . . , fr) comme base de 
diagonalisation. Soit J (resp. J') le centralisateur (resp. normalisateur) de j dans Sq. On a alors 
H = JZ et H' = J'Z U tJ'Z. 

Soit 1/ G K^. On voit done que A^r.^^. i})H = J'Z g H'. 

3.12. Algebres de Lie resolubles. Dans ce numero, est une algebre de Lie algebrique, 3 
son centre, G un groupe algebrique connexe d'algebre de Lie et .Z la composante neutre du 
centre de G. 

Lemme 3.12.1. Soit a un ideal de q, g un element de q* et v la restriction de g d aPlj. Alors 
la projection de I'orbite G.g sur a* est ouverte dans a* si et seulement si Von a Q[g) n a C 3. 
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Demonstration : En effet, chacune de ces conditions est equivalente a ce que I'application de 
restriction est une surjection de I'espace tangent Q.g C g* a G.g en g sur I'orthogonal de o n 3 
dans a*. ■ 

Corollaire 3.12.1. Soit a un ideal de g contenu dans et contenant ^ et g ^ q* une forme 
de type reductif. Alors, si u = g\^u.^ et a = g\^, I'orbite de a sous G est ouverte dans a*. 



Demonstration : Ceci resulte de ce que Q{g) R est contenu dans "(g((7)), et done dans aPlj 
par definition d'une forme de type reductif. ■ 

Corollaire 3.12.2. Soit 1/ une forme quasi-reductive. Alors, pour tout ideal a de q contenu 
dans "g et contenant ^, I'espace affine a* est prehomogene sous I'action de G/Z. 

Dans la suite de ce numero, on suppose que g est resoluble. 

Theoreme 3.12.1. On suppose que g est resoluble. Soit g Q* et v = (7|t^. Alors, les assertions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) g est de type reductif, 

(11) Q{g) n"g C 3, 

(Hi) la projection de G.g sur "g* est un ouvert dans {^Q*)u- 



Demonstration : (i) (ii), par definition des formes de type reductif. Comme g est une 
algebre de Lie resoluble, on a "(g((/)) = {\){g) ; d'ou la reciproque. L'equivalence (ii) (iii) 
resulte du lemme [3.12.11 appliq ue a 1' ideal a ="g. ■ 

Le corollaire suivant est evident : 

Corollaire 3.12.3. On suppose que g est resoluble. Soit v € Alors v est une forme quasi- 
reductive si et seulement si I'espace affine {^Q*)u est prehomogene sous I'action de G/Z. 

Theoreme 3.12.2. On suppose que g est resoluble. Soit € ^* une forme quasi-reductive et 
soit C {^Q*)u In G-orbite ouverte. Si g ^ g*, les assertions suivantes sont equivalentes : 
(i) g est de type reductif, 

(n) 9(9) n"g ="3, 

(Hi) la restriction de g d'% est contenue dans Q, 
(iv) g est fortement reguliere. 



Demonstration : L'equivalence des assertions (i), (ii) et (iii) resulte du theoreme precedent. 
L'equivalence de (i) et (iv) resulte du theoreme 13. 4. li d). ■ 

3.13. Exemples. 

3.13.1. Soit s une algebre de Lie semi-simple, et soit b C s une sous-algebre de Borel. C'est 
un resultat bien connu de Kostant que b est quasi-reductive (voir jJJ et |17)). 

3.13.2. En considerant la sous-algebre de Borel g de s[(3,]K) constituee des matrices tri- 
angulaires superieures, on obtient une algebre de Lie quasi-reductive de centre trivial, de 
base hi,h2,xi,X2,z pour laquelle les crochets non nuls sont [hi,Xj] = 26ijXj, [hi,z] = 2z et 
[xi,X2] = z. On note G le sous-groupe de Borel correspondant. Le radical unipotent "g est 
I'algebre de Heisenberg de base xi,X2,z. 

On a done 3* = {0}, Qq = g* et "gg = "g*. On verifie que I'ensemble des formes lineaires 
u € "g* qui verifient u{z) 7^ est une G— orbite ouverte. Ainsi, toute forme lineaire g € Q* 
telle g{z) est de type reductif. Ces formes sont fortement regulieres et leur orbite est de 
dimension 4. 
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On rappelle I'algebre de Frobenius b introduite au numero 13.9.31 L'algebre de Lie quotient 
q/M.z est isomorphe au produit b x b. On en deduit facilement qu'une forme lineaire g € Q* telle 
que g{z) = est reguliere si et seulement si g[xi)g{x2) 7^ 0. Une telle forme g verifie g{g) = ; 
elle n'est done pas de type reductif. On voit done que le tlieoreme I3.12.2l n'est plus vrai si I'on 
y remplace dans I'assertion (iv) «fortement reguliere» par «reguliere». 

4. Algebres de Lie quasi-reductives unimodulaires 

Les algebres de Lie quasi-reductives et unimodulaires ont une structure particulierement 
simple que nous allons decrire. Nos resultats generalisent ceux de Anli qui concernent les groupes 
algebriques sur M unimodulaires qui admettent une serie discrete modulo le centre (voir [3] et 
[3]). lis ont ete enonces dans sans demonstration. Comme ceci est important pour cet article, 
il nous semble opportun d'en ecrire une. 

4.1. Void le resultat principal de ce numero : 

Theoreme 4.1.1. Soit g une algehre de Lie algebrique unimodulaire et quasi-reductive. On 
designe par 3 le centre de q et par lu celui de "g. Soit g Q* une forme lineaire de type 
unipotent et reductif dont on designe par u la restriction a "g. Alors, on a 

(i) U = "(0(9)) = \{u) = \ 

(ii) 9(9) = 9{u), 
(Hi) Q = q{u) + "g. 

Demonstration : On va raisonner par recurrence sur la dimension de g. Le resultat etant 
evident si g = 0, on suppose que dimg > et le resultat vrai en dimension strictement inferieure. 

4.2. Dans ce numero nous decrivons une situation dans laquelle I'liypotliese de recurrence 
s'applique. Soit G un groupe algebrique connexe d'algebre de Lie g et soit a C "g un ideal 
G-invariant contenant strictement On pose a = g^^, fi = g^-u^, f) = g(a), H = G{a) et 
q = kera PI o(a). Alors, q est un ideal i3"-invariant de On designe par Q le sous-groupe 
unipotent de G d'algebre de Lie q, lequel est contenu dans H. On pose Gi = H/Q, qui est un 
groupe algebrique sur K d'algebre de Lie gi = f)/q, et on designe par gi la forme lineaire sur gi 
induite par h = g^^^. Enfin, on designe par 31 (resp. 31, le centre de gi (resp. "gi). 

D'apres le lemme l3.12.1| on a dimCa = dim(a/'^), de sorte que dimgi < dimg. D'autre 
part, d'apres L16 et L18], gi est de type unipotent et Ton a 

01(51) = W/q = (0(5) + a(a))/q. 
De plus, a(a)/q est un ideal central de gi contenu dans "gi. Par suite, on a : 
"31 C "(01(51)) = ("(0(ff)) + a(a))/q = a(a)/q C "31- 

On en deduit que gi est quasi-reductive et que gi est une forme de type unipotent et reductif. 

La forme bilineaire {X, Y) 1— )• (a, [X, Y]) induit une dualite f)-invariante entre g/f) et a/*^ ainsi 
qu'une forme symplectique {)-invariante sur a/a(a). On deduit de ceci que Taction de f) dans 
[}/a(a) est unimodulaire et, puisque a(a)/q est central dans gi, que 0i est unimodulaire. On 
voit done que I'hypotliese de recurrence s'applique a 0i et gi, de sorte que, posant ui = {gi)\ng^, 
on a 

(i) 3i,« = "(01(51)) = "01(^^1) = '^1 = a{a)/q, 

(ii) 01(5^1) = Qi{ui), 

(iii) 01 = gi(iii) + "01. 
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4.3. Dans ce numero, on montre que = 3u ; supposons au contraire que ^ 3u et soit a C 3,^ 
un ideal G-invariant, contenant strictement ^ et minimal pour cette propriete. On applique a 
les resultats du numero 14.21 dont on reprend les notations. 

On a a = a(a) C f). Soit R un facteur reductif de G et r son algebre de Lie. Alors, on a 

fl = x{a)@\ 
= "(r(a))e"0 

de sorte que r(a) s'identifie via la projection naturelle a une sous-algebre de gi et que I'on peut 
alors ecrire : 

01 = r(a) e "0/q 

"01 = "(r(a))evq- 

Soit m C "0 un supplementaire r-invariant de a, que Ton identifie via la projection naturelle 
a un sous-espace de 0i. Alors, on a 

"01 = "0/q = m©a/q, 

m etant un supplementaire r(a)-invariant de a/q = 31^^ dans ^1. 

Comme, d'apres les resultats du numero |42| on a "0i(ui) = 31^^, il vient : 

si bien, que quitte a translater g par un element de ^H, on peut supposer que ui s'annule sur 
"(r(a)) © m. Mais alors, on a "(r(a)) C "0i(ui) = 3i,u et done %t{a)) = 0. Autrement dit, r(a) 
est une algebre de Lie reductive et 

"01 = m © 3„/q = "0/q 

d'ou suit que 
et aussi 

"0('u)/q ="0i(iii) =3i,n- 
On voit done d'une part que, quitte a translater par un element de = on peut supposer 
que u^m=o d'autre part que 3n/q est contenu dans 3i^„ = a/q de sorte que 3^ = a. On deduit 
de cette derniere assertion que Taction de R dans 3^/^ est irreductible. II suit egalement de ce 
qui precede que 

(15) "0N=3«. 
Par ailleurs, on a le resultat suivant : 

Lemme 4.3.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur et R un sous-groupe 
algebrique reductif du groupe des automorphismes affines de V . On suppose que R a une orbite 
ouverte dans V et que le centre de R est fini. Alors le groupe d'isotropie d'un point de I'orbite 
ouverte n'est pas reductif. 



Demonstration : On peut supposer que R est connexe. Comme R est reductif et agit par 
automorphismes affines, il possede un point fixe dans V : on peut done supposer que faction 
de R dans V est lineaire, cas qui a ete traite par Anh dans le cas reel (voir |3] Lemma 1]). Pour 
la commodite du lecteur nous donnons la demonstration dans le cas general. 

Supposons que le stabilisateur d'un point de I'orbite ouverte O soit reductif. Alors, il suit de 
[6] que O est une variete affine. Par suite son complement aire est I'ensemble des zeros d'une 
fonction polynome P sur V et il est clair que P est un semi-invariant pour R dont le poids est 
un caractere non trivial : par suite le centre de R n'est pas fini. ■ 
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Reprenons la demonstration de notre assertion. Posons /x = Comme a = ^u, on a G.a = 
R.a de sorte que, compte tenu du lemme 13.12. H R possede une orbite ouverte dans I'espace 
affine a*. Comme le /^-module lu/"^ est irreductible, le lemme l4.3.1l montre alors que le centre 
de R agit par un caractere non trivial a dans lu/^- H existe done un sous-groupe a un parametre 
7 du centre de R et un entier naturel non nul no tels que ao ^(t) = t"", f € K^. 

So it ei , . . . , une base de m constituee de vecteurs propres pour le sous-groupe a un para- 
metre 7 : si 1 < J < s, il existe un entier relatif Uj tel que Ad7(t).ej = f^^^j. D'autre part, soit 
lu,no = {X eiu- M-i(t).X = f°X]. Alors, on a 3^. = iu,no © et done = m © iu,nQ © "I,- 
Cette decomposition induit la decomposition duale \* = m* © I^^^^q © ^* ■ Cela dit, on a vu 
que Ton pent supposer que n|n, = de sorte que Ton pent ecrire u = v + w avec v € lu,no et 
w € De plus, on a vu que "0i(ui) = ii^u = 3u/q, de sorte que la forme {fiu)\m = {l^ux)\m est 
une forme symplectique. Si 1 <i,j < s, on a alors pour t G K^, 

{u,[ei,ej]) = (Ad*7(t).n,Ad7(t)[ei,ej]) 
d'oii resulte que rii + iij G {0, iiq} si (3u{ei,ej) 7^ 0. Or, on a 

l<i<j<s 
/3u(e,,ej)7^0 

et, par suite 

Ad*7(i-')((/3n)im)=i"° E /3n(e„e,-KAe*+ /3„(ei, ej)e* A e*. 

l<i<j<s l<i<i<s 
ni+nj=no ni+nj=0 

On en deduit que 

det„Ad7(t) = Pfafr(ei,...,e.) Ad* 7(t-')((/3J|m)/ Pfaff(ei,...,e.)((/3«)|m) 
est un polynome en t et done qu'il existe un entier naturel n tel que, pour t € K^, 

detmAd7(t) = t". 
Si r = dim3u^„(j, on a done, pour t € IC^, 

det.gAd7(t) = r+'^"o 

avec n + rriQ > puisque no > et r = dimj^j/'^ > 0. Ceci contredit le fait que g est 
unimodulaire. Compte tenu de la relation [151 on. a montre que = ^ = ^did)) = ^did) = 
"0(n). 

4.4. Pour achever la demonstration du theoreme, on distingue deux cas. 

Commengons par remarquer que si /i = 0, on a = ^. En effet, dans cette situation, 
I'algebre de Lie g' = g/'^ et la forme lineaire g' induite sur g' par g satisfont les hypotheses 
du theoreme; si I'on designe par 3' (resp. ^'^) le centre de g' (resp. "g'), il resulte du numero 
precedent que Ton a = ^' = '^Q'{g') = 0, si bien que "g/'^ = "g' = 0. 

Supposons done que "g = ^. Alors, g est le produit direct de son unique facteur reductif r par 
son radical unipotent Comme g est de type unipotent, g^^ = et done g = 0. Les assertions 
(i), (ii) et (iii) du theoreme sont alors claires. 

Supposons maintenant = 3^ ^ "g. Alors /i 7^ tandis que I'algebre de Lie g' = g/ker/x 
et la forme lineaire g' induite sur g' par g satisfont les hypotheses du theoreme. On pent done 
supposer que dim ^ = 1. 

Remarquons que pour achever de demontrer le theoreme, il suffit de montrer que Q{g) contient 
un facteur reductif r de g. En effet, dans ce cas on a r© = Q{g) C g(u) et I'assertion (iii) est 
verifiee. Cependant, si on applique le lemme 13.12.11 a I'ideal a = on voit que dimg/g(n) = 
dim "g/^, d'ou resulte que dimg(n) = dimr -|- dim ^ et done que g(n) = Q{g) et "(g(5')) = 



ALGEBRES DE LIE QUASI-REDUCTIVES 



21 



\{u) = ""3, ce qui montre (i) et (ii). Reciproquement, si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, 
tout facteur reductif de Q(g) est un facteur reductif de q. 

Montrons done que Q{g) contient un facteur reductif de q. On procede par recurrence sur 
la dimension de q. On suppose done dimg > et le resultat etabli en dimension strictement 
inferieure. Comme on a vu, on pent supposer que dim ^ = 1 et ^ ^ 0. Soit a C ^'g un ideal 
G-invariant contenant "^j et tel que I'ideal a/'^ soit non trivial et central dans q/^. Alors, a 
contient strictement = 3ti et, avec les notations du numero |4.2| le couple verifie les 

assertions (i) a (iii) du theoreme. 

Commengons maintenant par montrer que "^G.a = a + (a/"^)*, ou (a/"3)* est identifie a 
I'orthogonal de "3 dans a*. Comme [*'g, a] C "3, il est clair que pour X € et y € a, on a 

(Ad*(expX).a,y) = (a,Ad(exp-X).y) 
= {a,Y-[X,Y]) 
= (a+ ad* Xa,y) 

si bien que ^G.a = a + \.a est un sous-espace affine de a*. De plus, comme 3^ est le centre 
de \, il est clair que "G.a C a + (a/"3)*. Supposons que I'inclusion soit stricte. Alors, il existe 

Y G a\3„ tel que, pour tout X G "g, (a, [X, F]) = 0. Mais, si X G "g, [X,Y] G 3„ = tandis 
que dim^u = 1 et n = a|j^ 7^ : on en deduit que pour tout X G "g, [-'^j y] = et done que 

Y & = '^j ce qui est absurde. On a done bien "G.a = a + (a/"3)*. 

Soit r un facteur reductif de g et soit m C a un supplementaire r-invariant de 3^4. D'apres 
ce qui precede, on pent supposer que = 0. Mais alors, on a r C g(a) = et r, identifie a 
son image par la projection naturelle de f) sur gi, est un facteur reductif de gi. Comme (gij^i) 
verifie les hypotheses du theoreme, il resulte de remarques anterieures que gi(gi) contient un 
facteur reductif de gi : il existe done x G Gi = H/Q tel que Adj;.r C Qi{gi)- Maintenant, on 
^ 01(51) = ct aussi f)(/i) = Q{g) + a(a). II en resulte que, si y G -ff a pour image x par 

la projection naturelle de H sur Gi, alors Ady.r C i){h) et done que g{g) contient un facteur 
reductif de g. ■ 

Corollaire 4.4.1. Soit g une algebre de Lie algebrique, unimodulaire et prehomogene. Alors, g 
est le produit direct d'un tore et d'une algebre de Lie unipotente et prehomogene. 

Demonstration : Soit j le tore facteur reductif du centre de g. D'apres le theoreme 14.1.11 (ii) 
et (iii), on a g = j © "g. ■ 

4.5. Soit g une algebre de Lie unimodulaire et quasi-reductive. II resulte du theoreme 14.1.11 
que son radical unipotent est une algebre de Lie prehomogene. Dans ce cas la description des 
formes quasi-reductives pour g se ramene a la description de celles pour son radical unipotent 
et, dans le cas connexe au moins, les sous-groupes reductifs canoniques sont tons conjugues : 

Theoreme 4.5.1. Soit g une algebre de Lie unimodulaire et reductif. 

(i) On a "^I red = '^^g.red- ^^'^^ precisemcnt, soit fj, G"3Jg 

,red' ^ facteur reductif de q et m 
un supplementaire t-invariant de ^ dans "q. Alors, la forme lineaire g^ sur g qui prolonge fj, et 
s 'annule sur r © m est de type reductif et unipotent. 

(ii) Soit G un groupe algebrique d' algebre de Lie g tel que "^Z soit un sous-groupe central. 
Alors, les sous-groupes reductifs canoniques de G sont ses facteurs reductifs. En particulier, ils 
sont tous conjugues sous I'action de "G. 

Demonstration : (i) L'inclusion ^gred red resulte du theoreme 14.1.11 (i). Reciproque- 

ment, soit /i G ^tigred^ ^ facteur reductif de g, m un supplementaire r-invariant de dans 
"0 et g^ G g* telle que g^^^^ = 0. Soit u la restriction de a "g. Comme fi est quasi-reductive 
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relativement a "g, on a ^{u) = Par construction il est clair que est stabilise par r. On en 

deduit immediatement que 0(5'^) = r © ^. D'ou I'assertion. 

(ii) Soit R un facteur reductif de G et /i S ^* Si Ton choisit le supplementaire tn de 
dans "0 du (i), i?-invariant, ce qui est loisible, il est immediat que G{g^) = R^Z. D'oii 

I'assertion. ■ 

L'exemple suivant montre que I'hypothese selon laquelle '^Z est un sous-groupe central de 
G est necessaire, a la fois pour I'assertion du tlieoreme precedent et pour I'assertion (iii) du 
tlieoreme l3.6.1l Le groupe Gq est egal a 1^ x ou 1^ est le produit semi-direct Sp{V)Hv et G 
est le produit semi-direct {1, a}GQ, ou a est I'automorphisme de permutation. L'algebre de Lie 
de G est q = (5p{V) ® i)v) ^ (sp(^) © f)y) dont le centre a pour base les vecteurs zi = {z, 0) et 
Z2 = (0, z). On verifie qu'il y a deux classes de conjugaison des facteurs reductifs canoniques de 
G : celle de Sp(y) x Sp(y), qui correspond aux formes de type reductif et unipotent g verifiant 
g{zi) 7^ 5(^2) et celle de {l,fT}(Sp(y) x Sp(y)), qui correspond aux formes de type reductif et 
unipotent g verifiant g{zi) = (7(2:2). 

4.6. Le resultat suivant montre que, dans le cas unimodulaire, les orbites de type reductif et 
unipotent sont entierement determinees, parmi celles de type unipotent, par leur restriction au 
radical unipotent du centre. 

Proposition 4.6.1. Soit g une algebre de Lie unimodulaire quasi-reductive de centre I et g ^ q* 
une forme de type unipotent. Alors les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) g est de type reductif, 

(ii) la restriction de g a'^ est quasi-reductive. 

Demonstration : II sufHt de montrer que (ii) ^ (i). Supposons done que la restriction fi de 
g a ^ est quasi-reductive. Par definition, il existe g' E g* une forme lineaire de type reductif 
et unipotent. Soit u (resp. u') la restriction de g (resp. g') a et soit G un groupe algebrique 
connexe d'algebre de Lie g. II suit du tlieoreme 14. 1 . II q ue ^.u = u-\- et done que u' S ^Kjr.u. 
Ainsi quitte a remplacer g' par un element de sa '^-orbite, on pent supposer que u' = u. Mais 
alors, on a f) = g(ti) = r © avec r un facteur reductif de g contenu dans Q{g'), de sorte que 
g'^^ = 0. De plus, h = g\^ est de type unipotent et done = (voir [11] 1.19]). On en deduit 
que 5|j = = g\^ et done que g' = g. ■ 

4.7. II est connu depuis longtemps que les orbites coadjointes des algebres de Lie unimodulaires 
sont generiquement fermees (voir [8]). Pour les algebres de Lie quasi-reductives, on a le resultat 
plus precis suivant : 

Theoreme 4.7.1. Soit q une algebre de Lie quasi-reductive et G un groupe algebrique d'algebre 
de Lie g. Alors, les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Q est unimodulaire, 

(ii) il existe une orbite sous I 'action du groupe adjoint connexe de type reductif et fermee, 

(iii) toute G-orbite de type reductif est fermee. 

Demonstration : (i) =^ (iii) Selon la demonstration de |9l theoreme 3.2], on pent supposer que 
K = C. Soit g G g*g^ et soit R un facteur reductif de G contenant Rg. Soit J un tore maximal 
de (-Rg)o- C'est un sous-groupe de Cartan de Rq. II existe done une decomposition d'lwasawa 
R = KAN ou K (resp. N) est un sous-groupe compact (resp. unipotent) maximal de R et 
A est un sous-groupe deploye maximal de J. Alors, N'^ est un sous-groupe unipotent de G, 
normalise par J, et I'on a G.g = KN'^.g. II est alors clair que G.g est ferme. 

(iii) =^ (ii) est evident. 

(ii) =^ (i) Supposons que g admette une orbite O sous Taction du groupe adjoint connexe 
de type reductif et fermee. Soit j une sous-algebre de Cartan-Duflo de g, f) (resp. H) son 
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centralisateur dans g (resp. G). Alors, d'apres le theoreme I3.10.H f) est une algebre de Lie 
prehomogene de centre 3(j = j © et O R f)* est une reunion finie d'orbites de type reductif sous 
Taction du groupe adjoint connexe de f) ou de Hq : ces orbites sont done fermees. Soit uj I'une 
d'entre elles. II suit du theoreme 13.8.11 (ii) qu'il existe € 3^ tel que u = f)*. Soit alors R un 
facteur reductif de Hq d'algebre de Lie r. II agit done par afHnites dans I'espace afHne f)* et il y 
admet done un point fixe, disons g. On a done \:){g) = r© ^. II est done clair que Paction adjointe 
de R dans i){g) est unimodulaire. Par ailleurs R laisse invariant la forme symplectique induite 
par Pg sur le quotient f)/f)((7). On voit done que son action adjointe dans f) est unimodulaire et 
done que t) est unimodulaire. Mais alors, il suit du cor ollair e 14 . 4 . II q ue = j © Comme f) est 
le centralisateur de j dans g, on voit que j est une sous-algebre de Cartan d'un facteur reductif 
de g. D' autre part, il existe 5 € f)* qui soit une forme fortement reguliere relativement a g. 
Alors la restriction de /3g a [j,g] est une forme symplectique j-invariante, de sorte que Taction 
adjointe de j dans [j,g] est unimodulaire. Comme g = f) © [j, g] et j est central dans f), on voit 
que Taction adjointe de j dans g est unimodulaire. Par suite, g est unimodulaire. ■ 

5. EXEMPLE DES SOUS- ALGEBRES PARABOLIQUES DE SO(n,]IC) ET DE CERTAINES 

SOUS- ALGEBRES DE LlE DE Sp(2n,]K) 

Une question qui se pose assez vite dans la tlieorie, est la determination parmi les sous- 
algebres paraboliques des algebres de Lie simples, de celles qui sont quasi-reductives. Dans |27) . 
Panyusliev etudie Tindice des sous-algebres de Lie «seaweed», i.e. qui sont intersection de deux 
sous-algebres paraboliques, des algebres de Lie classiques. Ce faisant, il demontre en particulier 
que les sous-algebres seaweed de g[^ et paraboliques de sp(2n,I[C) sont quasi-reductives (/oc. 
cit. tlieoremes 4.3 et 5.2), de meme qu'une classe particuliere de sous-algebres paraboliques de 
so(n,]K) (/oc. cit. theoreme 5.4). Dans cette section, nous allons donner une expression pour 
Tindice des sous-algebres paraboliques de so(n,]K) et caracteriser celles parmi elles qui sont 
quasi-reductives. Nous verrons en particulier que, contrairement a celles des autres algebres de 
Lie classiques, elles ne sont pas toutes quasi-reductives : ce fait etait deja une consequence de 
|30| numero 3.2]. 

Comme on le verra, cette derniere question se ramene a determiner parmi les sous-algebres 
de sp(2n, K) qui stabilisent un drapeau en position generique, celles qui sont quasi-reductives. 
Dans jl^ Dvorsky introduit ces algebres de Lie particulieres et montre que le calcul de Tindice 
de certaines sous-algebres seaweed de so(n,]K) se ramene au calcul de leur indice. 

5.1. Nous commengons par un resultat general qui nous sera utile pour la suite. 

Definition 5.1.1. Soit g une algebre de Lie algebrique sur K. On appelle rang de g sur K et 
on note rangg la dimension commune de ses sous-algebres de Cartan-Duflo. 

Soit g une algebre de Lie algebrique sur IC, n un ideal de g contenu dans "g ou, de maniere 
equivalente, un ideal unipotent de g, 51 € g* une forme lineaire fortement reguliere, n la res- 
triction de (7 a n, f) le stabilisateur de n dans g, h la restriction de (7 a f). Alors le noyau q de 
n\n{n)i 6st un ideal unipotent de (). On pose gi = f)/c] et on designe par gi la forme lineaire sur 
gi induite par h. 

Lemme 5.1.1. On garde les notations precedentes. Alors, on a : 

(i) indg = indgi -|- dimq — dimg/(t) -|- n). 

(ii) Toute sous-algebre de Cartan-Duflo de g est conjuguee a un tore maximal de ^{h) et 
a meme dimension qu'une sous-algebre de Cartan-Duflo de Qi. En particulier, on a rangg = 
rang gi . 

Demonstration : D'apres |1H 1.16], on a t){h) = Q{g) + n(n) et n{n).g = (f) -|- n)^. Or gi est 
une forme fortement reguliere sur gi et Qi{gi) = f)(/i)/q. Le lemme est alors clair. ■ 



24 



MICHEL DUFLO, MOHAMED SALAH KHALGUI ET PIERRE TORASSO 



5.2. Soit V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur IC et soit ^ = {{0} = Vq ^ Vi C 

• • • C Vt-i ^Vt = un drapeau de V . On designe par (\y la sous-algebre parabolique de sI(V^) 
constituee des endomorphismes qui laissent invariant Y et par Qy le sous-groupe algebrique 
connexe de GLiV) d'algebre de Lie qy. 

Definition 5.2.1. Soit Y = {{0} = Vb C Vi C • • • C Vt-i <^Vt = V} un drapeau. On note 
h = h{Y) le nombre d'indices i tels que 1 < i < t — 1 et dimV^ et dimVi+i soient tous deux 
impairs. On dit que le drapeau 'V verifie la propriete si deux espaces consecutifs de la suite 
y ne peuvent etre tous deux de dimension impaire, c'est a dire si h{Y) = 0. 

Definition 5.2.2. Soit ^ une forme bilineaire alternee sur V. On dit que le drapeau 'f est 
generique relativement a ^ ou que la forme ^ est generique relativement kY , si pour 1 < i < t, 
la restriction de a Vi est de rang maximum, savoir 2[^dimV^], et V- ^ D Vi-i = 0. 

Lemme 5.2.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur M. et Y = {{0} = Vq ^ Vi C 

• • • C Vt^i C Vj = V} un drapeau de V. Alors 

(i) une forme ^ € a'^V* est generique relativement a Y, si et seulement s'il existe une 
base ei,...,er de V adaptee au drapeau "V telle que, notant ej,...,e* la base duale, on ait 

^ — Sl<2i<r ^2i-l ^ Cgj, 

(a) V ensemble des formes bilineaires alternees ^ sur V qui sont generiques relativement a Y 
est une orbite sous I'action de Qy, ouverte dans f\^V* . 

Demonstration : (i) Seule I'implication directe merite demonstration. Pour ce faire, on procede 
par recurrence sur I'entier t. Lorsque t = 1 le resultat est evident. Supposons done t > 1 et 
le resultat vrai a I'ordre t - 1. Soit ^ G A^V* une forme generique relativement a Y . Comme 
^\Vt-i evidemment generique relativement au drapeau Y' = {{0} = Vq C Vi C • • • C Vt_i} 
de Vt_i, on dispose d'une base ei,...,ert_i de Vt-i adaptee a ce drapeau telle que £,\Vt_^ = 

X]l<2i<r-t_i ^2i-l ^ 62^. 

Si Tt-i est pair, S,\Vt^i est symplectique de sorte que V = Vt-i © Vt-i et il suffit de completer 
ei, . . . , ert_i par une base e^^.i+i, . . . , e,. de telle que ^ -l^ = Ert_i+i<2i<r- ^^li-i ^ f^li- 

Si rt^i est impair, e^^.^ est contenu dans le noyau de ^\Vi._i - H existe alors un vecteur e^t^i+i 
de V tel que ,^(ert_i+i, Cj) = 0, 1 < i < rt-\ — 1 et ^{er^_^+i^ ^rt-i) = 1- Alors remplagant dans 
le drapeau Y le sous-espace Vt-i par Vt-i ffi Ke^^.i+i, on se ramene au cas precedent. 

(ii) Designons par ff I'ensemble des formes bilineaires alternees sur V qui sont generiques 
relativement a Y . Comme I'ensemble des bases de V adaptees au drapeau Y sont dans la meme 
Q ^/-orbite, il resulte de (i) que 0' est lui-meme une Q-//-orbite. II reste a montrer que c'est un 
ouvert de Zariski de f\^V* . 

Posons Tj = dimT^, < i < t. Soit ei,...,er une base de V adaptee au drapeau Y et 
e*, . . . , e* la base duale. Alors, le fait que la forme bilineaire alternee ^ soit un element de 0' se 
traduit par les conditions ouvertes suivantes : pour 1 < i < t, les matrices (^(cfc, e;))i<fc,Kr-i et 
(C(efc) ez))i<fc<ri,i<Kri_i sont respect ivement de rang 2[^] et rj_i. D'ou le lemme. ■ 

5.3. Indice et quasi-reductivite des algebres de Lie xy. On suppose que V est un espace 
vectoriel de dimension finie sur IK muni d'une forme bilineaire alternee ^ de rang maximal 
et on designe par Q^{y){i) son stabilisateur dans Q\{y). Lorsque ^ est symplectique, Qi{V){C) 
est notee sp(y, ^) ou plus simplement sp(y) et c'est I'algebre de Lie du groupe symplectique 
correspondant. On se donne un drapeau Y de V et on designe par xy la sous-algebre de Lie 
de qI{V){^) constituee des endomorphismes stabilisant Y qui est aussi la sous-algebre de Lie 
q-^(^) stabilisant ^ de I'algebre parabolique qy. 

Dans |14) . Dvorsky a determine I'indice des algebres de Lie xy avec symplectique et Y un 
drapeau generique. Nous retrouvons le resultat de Dvorsky et caracterisons celles de ces algebres 
de Lie qui sont quasi-reductives. 



ALGEBRES DE LIE QUASI-REDUCTIVES 



25 



Proposition 5.3.1. Soit V un espace de dimension finie sur K muni d'une forme bilineaire 
altemee de rang maximal ^ et "V = {{0} = Vq C Vi C • • • C Vt^i ^ Vt = V} un drapeau 
generique relativement a ^. 

a) Supposons que dmiV est pair, de sorte que ^ est symplectique. Alors, 

(i) on a indr^ = I]-=i[^(dim - dimVi_i)], 

(ii) la dimension du radical unipotent d'un stabilisateur generique de la representation coad- 
jointe de est h{'f), 

(Hi) I'algebre de Lie xy est quasi-reductive si et seulement si le drapeau "V verifie la propriete 

b) Supposons que dimV est impair et designons par Y' le drapeau du sous-espace Vt-i obtenu 
en supprimant V espace V du drapeau 'Y . Alors, 

(iv) on a 

~ |E*=i[|(dim^i -dimyi_i)] + 1 dim = dim ^ - 1, 

(v) la dimension du radical unipotent d'un stabilisateur generique de la representation coad- 
jointe de xy est h{y), 

(vi) I'algebre de Lie xy est quasi-reductive si et seulement si le drapeau Y' verifie la propriete 



Demonstration : Supposons qu'il existe 1 < i < t tel que dimV^ soit pair. Alors ^ induit 
une forme symplectique sur le sous-espace ^7 = de y de sorte que V est la somme directe 
de U et de son orthogonal W relativement a ^. De plus si ^ (resp. designe le drapeau 
{{0} = Fo £ Vi C . . . C yi„i C V-} (resp. {{0} = VFq £ VFi = n C • • • C H^,- = 
Vi+j n C • • • C Wt-i = W}), ^ (resp. W) est generique relativement a (resp. S,\w)- 
Par suite, xy s'identifie au produit direct Xi^ x x^. II est alors clair qu'il suffit de verifier les 
assertions de la proposition pour tig/ et xy^. Par ailleurs lorsque t = 1 et dimV est pair, xy est 
I'algebre de Lie 5p{V), tandis que lorsque dimT/ = 1, t est egal a 1 et = 0f(V^) est un tore : 
dans ces deux cas, le resultat est evident. 

On se ramene done a demontrer la proposition dans I'un des cas suivants : 

- dimy est pair, t > 2 et pour 1 < i < t — 1, dimT^ est un nombre impair, 

- dimF > 1 est impair et t = 1, 

- dimy et dimVt-i sont impairs. 

5.4. Dans ce numero, on se place dans le premier cas. On pose diml/^ = 2pi + 1, l<«<t — 1, 
dimy = 2pt = 2p et Oj = dimT^ — dimT^_i, 1 < i < t. Alors ai = 2pi + 1 = 2qi + 1 
et at = 2{pt — Pt-i) — 1 = 2qt + 1 sont impairs, tandis que Oj = 2(pi — Pi-i) = 2{qi + 1), 
2 < i < t - 1, est pair. On a done /i(-^) = t - 2. 

D'apres le lemme 15.2.11 on pent trouver une base ei, . . . , e2p de V adaptee au drapeau Y 
dans laquelle la matrice de ^ soit diagonale par blocs de la forme 

J 

J2q2 

J 

J 

J 

J2qt - 



'2p = 
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oil J2 = J = 



J 



J- 



J 



2q 



J 



Jq etant la matrice vide. On designe par 5p2g I'algebre de Lie des matrices X d'ordre 2q sur IK 
telles que ^XJ2q + J2qX = 0. 

Posant pq = —1, on introduit les sous-espaces Wj = 'Ke2pi_-i^+3 © ^e2pi^i+4: ® • • • ^e2pi, 
1 < i < t. Pour I < i < t, Wi est un sous-espace symplectique de dimension 2qi de V et on 
identifie sp(PVj) a la sous-algebre de Lie de 5p(y) constituee des elements agissant trivialement 
sur r orthogonal de Wj. 

Si u,v £ V, on definit un element it f de 5p{V) en posant 

u v{x) = S,{u, x)v + ^{v, x)u, X G V. 

Alors, I'application {u,v) 1— > uQ v induit un isomorpliisme d'espaces vectoriels de S'^{V) sur 
5p{V). De plus, si ui,vi,U2,V2 £V, on a 

[Ui f 1, U2 V2] = U2)fl QV2+ ^iui,V2)vi U2 + C{u2,Vi)ui QV2+ ^ivi,V2)ui U2 

et si X G 5p(V), u,v GV 

[X, uQv] = (X.u) Qv + uQ (X.v). 

Soit [-^ C 5p(y) la sous-algebre constituee des elements dont la matrice dans la base ei, . . . , e2p 
est diagonale par blocs de la forme 



ai 



-ai 



a2 



-a2 



A 



t-i 



-at-i 



avec Ai € sp2g^, 1 < i < t et (z M., 1 < i < t — 1. En fait I-// est I'ensemble des elements A de 
sp(y) qui s'ecrivent 

t t-i 
A = J2Ai + ^aiHi, 



i=l i=l 



avec Hi = -62^^+1 62^^+2, ai eK, I < i < t - 1 et Ai G sp(Wj), 1 <i <t. 

Pour a = (02, •••,«*) e W2 X ■ ■ ■ X Wt, p = (/5i, . . . , G Wi x ■ ■ ■ x Wt-i, x 



(xi, . . . G K* ^ et y = (y2, . . . , yt_i) G It^" ^, on pose 



t~i ^ t-i t-i 

X{a,P,x,y) = ^{l^i + e2p, + l + 9 X] ^*^2p,+l e2p,+l + ^ yie2p,^i+l e2p, + l 



■i=l 



i=l 



i=2 
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Un calcul immediat montre que, pour {a,f3,x,y) et {a' , 13' , x' ,y') G {W2 x ••• x Wt) x (Wi x 
• • • X Wt-i) X X ]K*-2, on a 



t-1 



[X(^a,l3,x,y),X(^a',l3',x',y')] = (ft , A ) + ^("1+1 ; "i+l))e2p,+l ©62^^+1 

i=l 
t-2 



i=l 



On verifie aisement que ly est un facteur reductif de xy et que I'application (a, /3, x, y) i— )> 
(resp. {x,y) i— > ^(0,0, induit un isomorphisme d'espaces vectoriels de {W2 x • • • x 
Wt) X (PF^i X • • • X Wt-i) X K*"^ X ]K*~^ (resp. ]K*~^ x K*"^) sur le radical unipotent ny de xy 
(resp. le centre 3-// de xiy). En particulier, est une algebre de Lie d'indice de nilpotence 2 
et dont le centre est de dimension 2t — 3. On designe par Ry (resp. Ly, Ny) le sous-groupe 
algebrique connexe de GL(y) d'algebre de Lie r^^ (resp. ly, ny), de sorte que Ny est le radical 
unipotent et Ly un facteur reductif de Ry. 

On identifie {W2 x • • • x Wt) x {Wi x • • • x Wt-i) a un sous-espace, note my, de ny au 
moyen de I'application {a, /3) i-)- ^(a,/3,o,o)- Pose = 62^^+1 62^^+1, l<i<t-l, Ti = 
e2pi+i e2pi+i+i, 1 < i < t - 2. Alors, on a n^/^ = my ©3-/', tandis que Zi, . . . , Zt-i,Ti, . . . , Tt-2 
est une base de ^y dont on designe par Z^, . . . , Z^_i,Ti, . . . ,T^_2 base duale. De plus la 
decomposition en somme directe precedente permet de voir 3^/ comme un sous-espace de n'^/. 

Si Wi £ Wi, on designe par (,{wi, .)a (resp. ^(iDi,-)/?) la forme lineaire sur my definie par 
{a, (3) ^ Ciwi^ai), 2<i<t (resp. (a,/3) H> C(w^i,ft), 1 < « < t - 1). 

soitn = E:=io^; + E: =i^i^i element de 3!^ C n^^. Alors, on a 



t-1 



expX(„^^^a.^j^).n = n - Ci?(/3i, 0/3 -^Hd-iOii + Tj-ift, .) 

i=2 

t-1 

''"i-lttj, — C,t-l£,{(y.t, ■)a 



(16) 



i=2 

Soit ly' (resp. riy') I'ouvert de Zariski de 3^ (resp. n^) complement aire des zeros de I'element 
Z\Zt-\ Yllzli^i^i-i ~ ^j-i) '^^ I'algebre symetrique de ^y (resp. ny). 

On deduit de [16] que si n G i*/, on a Ny.n = n + 3:^. Par suite 3^' est un ensemble de 
representants des ATy-orbites dans n^'. 

Soit g une forme fortement reguliere sur g = Xy. On pent supposer que la restriction n de 5 
a n = ny est un element de n*f/ et, quitte a translater g par un element de Ny, un element de 
ly'. On pent alors ecrire n = QZ* + Y^jZl nT*. 

Mais alors, si yl € ly s'ecrit A = Yll=i + X^i=i o-iHi avec Ai G 5p(Wj), 1 < i < t, on a 

t-1 t-1 
A.n = -2 ^ fliCi^r - ^^{cti-i + ai)Ti-iT*_^. 

i=l i=l 

On deduit de ceci que 



f) = Q{n) = Yl5p{W^) X3, 



5r. 

4 = 1 

Soit q le noyau de la restriction de n a ly et gi = {)/q. Alors on a indgi + dimq = ind f) 
tandis que 

t t 
indf) = ^indsp(W,,) + dim3y = ^indsp(Wi) + 2t - 3. 

i=l i=l 
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Comme dimry — dim(f) + n^) = t — 1 et indsp(Wj) = qi^ 1 < i < t, il resulte alors du lemme 
IS.l.ll que 

t 

ind Xy = ^ qi + t — 2 

i=l 

et que les sous-algebres de Cartan-Duflo de xy sont conjuguees aux sous-algebres de Cartan- 
Duflo de n*=iSp(VFi) X 3^ de sorte que 

t 

rangry = ^g^. 
1=1 

II est alors clair que 

* 1 

indry = ^[-(dimVi - dimVi^i)] 

i=l 

= rangry + h{y). 

D'ou les assertions (i) et (ii). Par ailleurs, comme ty contient une sous-algebre de Cartan de 
sp(y), aucun element non nul de I'ideal unipotent ly n'est central dans xy. On voit done que 
Xy est quasi-reductive si et seulement si h{'f) = 0. D'ou la proposition dans le cas considere. 

5.5. Dans ce numero, on suppose que diml/ = 2p + 1 est impair, p > 1 et t = 1. Alors, on a 
= 0t(^)(O 6t h{Y) = 0. Soit V' C V un hyperplan supplementaire du noyau de ^ si bien 
que est une forme symplectique. On identifie sp(y') (resp. K) a une sous-algebre de Lie de 
notee 5p(y') (resp. ty) de la maniere suivante : 

- si A € 5p{V'), on I'etend en un element encore note A de 0f(V) en decidant que ^i^er^ = 0) 

- si t G K, on le considere comme I'element semi-simple Ht de 0l(l^) agissant trivialement 
dans V' et par multiplication par t dans ker,^. 

Alors les algebres de Lie 5p{V') et iy' sont le commutant I'une de I'autre dans et 
[ = 5p{V') X iyi est un facteur reductif de Qi{V){^). 

Soit e € ker^ un vecteur non nul. Si it; G V', on designe par I'element de gl{V) tel 
que Xm(v) = ^{w^v)e. Alors, I'application w i— >■ X^, induit une bijection de V sur le radical 
unipotent n de g = lequel est abelien. Une simple verification montre alors que Ton a 

0[(F)(e) = (sp(y')x]K)©y', 

5p(y') agissant de maniere naturelle dans V' et K par multiplication des scalaires. 

Si Ton identifie V' avec son dual au moyen de ^, Paction coadjointe de 5p(y') x ty dans V' 
est donnee par ad* (A, t).v = {A — t)v, {A, t) G sp{V') x iyi, v € V'. On en deduit que le groupe 
adjoint connexe de g a une unique orbite ouverte dans le dual n* = V', savoir V' — {0}. Ainsi, 
si g £ Q* est une forme fortement reguliere, sa restriction nan est un vecteur non nul de V'. Si 
q est le noyau de n, on a done 

fl = Q{n) = l{n) e n, 
01 = f)/q = K^) X 

tandis que dim0/(f) -|- n) = dimF' = dimq -|- 1. Alors, appliquant le lemme l5.1.1[ on voit que 
mdgl{V){^) = indl(re) et rang0[(F)(^) = rang [(re). 

Cependant, le calcul montre que [(re) est isomorphe a I'algebre de Lie q du numero 13.7.41 
construite sur un sous-espace symplectique V" de I'orthogonal de re dans V'. II suit alors de ce 
numero, que [(re) est quasi-reductive, d'indice et de rang tons deux egaux a ^dimV^" = p — 1. 
Ceci acheve la demonstration de la proposition dans le cas considere. 
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5.6. Dans ce numero, on suppose que dim = 2p + 1 et dim Vt-i = 2{p — m) — 1 sont impairs, 
de sorte que m est un entier naturel. Alors, il existe une base ei, . . . , e2p+i de V qui soit adaptee 
au drapeau "V et dans laquelle la matrice de ^ soit diagonale par blocs de la forme 

J2(p-m-l) 

J 

J2rn 





SCeap, V" = Vt 



t-i 



Considerons les sous-espaces V" C V et V'" de V ^ avec V' = Kei © • • 
]Ke2(p_m) et V'" = ]Ke2(p_m)+i©' • •©IICe2p. Alors , V" et V' sont des sous-espaces symplectiques 
de V , de sorte que Ton a les sommes directes ortliogonales V = V" © V" et V = V" © 
V"-^i, la premiere etant symplectique. Dans la suite, on identifie les elements de 0l(l^) (resp. 
SK^')) 0^(^")i qK^'")^ sK^""*"*)) ^'^^'^ leui' matrice dans la base ei, . . . , e2p+i (resp. ei, . . . , e2p, 
ei, • • • , e2(p_m), e2(p_,„)+i, . . . , e2p, e2(p_m)+i, . . . , e2p+i). Introduisons le drapeau = {{0} = 
Vo ^ Vi ^ • • • ^ V(_i C 1/"} de y". Alors les elements de xy sont de la forme 



XA,a,a,y,/3,z,D,d,-^ 



A 





<^2(p-m-l) *0 





o" 


a 


a 


y 


/3 











—a 














'hm */5 


L> 











z 


7 


d 



avec a E 



''2(p— m— 1) 



, /3, 7 G K^™ des vecteurs lignes, D £ 5p{V"'), a,y,z,d eK et 



A J2(p-»n-l) 

a a y 
-a 



L> 

7 d 



Alors, on identifie Xf" x 5p{V"') x K a une sous-algebre de Lie de xy au moyen de I'application 

{YA,a,a,y, D,d) ^ XA,a,a,y,0,0,D,d,0- 

On designe par n le sous-espace de g = xy constitue des matrices Z^^^^y^z = ^o,o,o,i/,/3, 2,0,0,7; 
lorsque /3,7 parcourent K^"^ et y,z parcourent IC. On pose ni = 0,0,0 '■ P G K^™}, n2 = 
{^0,7,0,0 : 7 e K^"^}, Zi = Zo,o,i,o, ^2 = ^0,0,0,1 et 3 = KZi © 1KZ2. Alors, n = m © n2 © 3 est 
un ideal unipotent de xy dont le centre est 3. De plus, on a xy = {xy x 5p{V"') x K) © n. 

En fait, pour (3,(3\^,^' G K^"', y,y',z,z',d eK, D e 5p{V"') et YA,a,a,t G tr", on a 

= 2f3J2m 'P'Zi + (7 J2m - 7'^2m */3)^2 



[-^/3,7,y,25 Zjj'^y^y'^z' 



[{YA,a,a,t,D,d),Zis 



Z 



a(3-l3D,d'y-'yD,2ay,{a+d)z ■ 



Soit, pour i = 1,2, Zj* la forme lineaire sur n, nulle sur rii © n2 et telle que (Z?, Zj) = 6, 



J = 1,2. Enfin, pour a un vecteur ligne de K^*", on designe par (a, .)i et (a, .)2 les formes 
lineaires sur n definies par 

a*/3 



a*7. 



(0,^/3,7,^,2)1 

(a, Z^,^,y,^)2 

Alors, si Ai, A2 G K, on a pour /3, 7 G K^"^ et y, z G K, 

(17) ad* Z^,^,j,,,.(AiZ* + A2Z*) = -(2Ai/3J2„^ + A27J2m, )i - (A2/3J2m, )2. 

II s'ensuit que {AiZj* + A2Z2 : A2 7^ 0} est un ensemble de representants des orbites regulieres 
dans n*. Plus precisement, si n = XiZ^ + A2Z2 avec A2 ^ 0, on a n(?7-) = 3. 
D 'autre part, pour (YA,a,a,j/, D,d) G Xy/ x 5p{V"') x IC on a 

(18) ad*{YA,a,a,y,D,d).{\iZ* + X2Z*) = -2aAiZ* - (a + d)X2Z*. 
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L'application x '■ YA,a,a,y ^ o est un caractere de Xyn dont on note Xy„ le noyau. 

50 it g une forme fortement reguliere sur g = r^. Par genericite et compte tenu de la relation 
[T71 on pent supposer que sa restriction a n est de la forme n = XiZ^ + X2Z2 avec A1A2 7^ 0. II 
suit alors des relations 1171 et [T8] que, reprenant les notations du lemme [5.1.H on a 

fl=g(n) = (r% xsp(0)+3, 
01 = f)/q = r% X 5p{V"'). 

On voit alors que dim3/({) + n) =2. Comme dimq = 1 et rangsp(y") = indsp(y") = m, on 
deduit du lemme cite que 

(19) indry/ = indr% + m — 1, 

(20) rangr;r = rangr^// + m. 

5.7. Dans ce numero, avant de conclure, nous allons comparer I'indice et le rang de r^,, a ceux 
de X-//". On pose g = r-/^" et n = ICZi oii Zi = ^0,0,1,0 = ^,0,0,1 est I'element de x-^" introduit 
au numero precedent. Alors, on a [YA_^a,a,y, Zi] = 2aZi, de sorte que n est un ideal unipotent 
de Xf/". 

Soit g une forme fortement reguliere sur g. On pent supposer que g{Zi) 7^ 0. Designant par 
n la restriction de (7 a n, on voit done que f) = Q{n) est le centralisateur de Zi dans g, soit 
f) = r'J.,,. Appliquant le lemme IS. 1. li on voit que Ton a 

(21) indty// = 1 + indry//, 

(22) rang r% = rang ry// . 
Rassemblant ces formules avec les formules [19] et [20l on obtient 

(23) indry = indry^// + m, 

(24) rangry = rangry^// + m. 

Par ailleurs, I'algebre ry contient le tore constitue des matrices de la forme XA,a,Ofl,D,d,Qfl ou A 
(resp. D) est une matrice diagonale dans s'piV") (resp. 5X>{V"')) et a,d € K. Or le centralisateur 
de ce tore dans gl(l^) est le tore des matrices diagonales. II en resulte que le radical unipotent 
du centre de ry est trivial, si bien que cette derniere est quasi-reductive si et seulement si son 
rang est egal a son indice. 

Comme V" est un espace symplectique, I'assertion a) de la proposition s'applique a I'algebre 
ry//. Dans le cas considere, I'assertion b) de la proposition resulte alors des formules 1231 et |24] et 
du fait que /i(r') = /i(r"). ■ 

5.8. Indice et quasi- reductivite des sous algebres paraboliques de so(£'). Soit E un 
espace vectoriel de dimension finie superieure ou egale a 3 sur K muni d'une forme bilineaire 
symetrique non degeneree B. On designe par 5o{E) I'algebre de Lie du groupe orthogonal 
correspondant. Soit Y = {{0} = Vq Vi C. ■ ■ ■ C. Vt = V} un drapeau de sous-espaces 
isotropes de E avec dimV > 1. On designe par py la sous-algebre de Lie de 5o{E) constituee 
des endomorphismes de E stabilisant le drapeau 'f : c'est une sous-algebre parabolique de 
5o{E) et toutes les sous-algebres paraboliques de 5o{E) sont obtenues ainsi. Lorsque le drapeau 
1^ = {{0} = Vq C| Vi = V} ne contient qu'un seul sous-espace isotrope non nul V, on note la 
sous-algebre parabolique correspondante plus simplement pv au lieu de py. 

51 u,v £ E, on definit I'element u Ab v de 5o{E) en posant, pour x £ E : 

u Ab v{x) = B{x, u)v — B{x, v)u. 

II existe une unique application lineaire : E®E 1— )■ 5o{E) telle que Ab{u®v) = uAbv, laquelle 
passe au quotient en un isomorphisme d'espaces vectoriels de a'^E sur 5o{E). Plus generalement, 
si V, W sont des sous-espaces de E tels que V nW = 0, Ab induit un isomorphisme d'espaces 
vectoriels de a'^V (resp. V (8) W) sur un sous-espace de 5o{E) note a'^V (resp. V Ab W). 
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Si ui,U2,vi,V2 G E, on a 

[ui Ab Vi,U2 Ab V2] = B{ui,U2)vi Ab V2 + B{ui,V2)u2 Ab Vi 

+ B{vi,U2)ui Ab V2 + B{vi,V2)ui Ab U2 

On munit 3o{E) de la forme bilineaire symetrique non degeneree et invariante k{X,Y) 
-^TrXY. Si ui,U2,vi,V2 € -E, on a 



Ab vi,U2 Ab V2) = det 



B{ui,U2) B{ui,V2) 
B{vi,U2) B{vi,V2) 



5.9. Soit V un sous-espace isotrope non nul de E. On designe par ny le radical unipotent de 
la sous-algebre parabolique py et par Ny le sous-groupe unipotent de GL(y) d'algebre de Lie 
ny. 

Soit W un sous-espace isotrope supplementaire dans E de I'orthogonal V'^^ de V pour B. 
Alors B induit une dualite entre V et W , la restriction Ae B a. {V ® W)^^ est non degeneree 
eiona.E = V®(y® W)^^ © W . Si de plus F est un sous-espace de E tel que B\p soit non 
degeneree, on identifie les algebres de Lie sl(l^) et 5o{F) a des sous-algebres de Lie de 5o{E) de 
la maniere suivante : 

- si X G 0l(l^), on I'etend en un element encore note X de so(ii^) en decidant que ^\{y(^w)^B — 
et, si y G VF, X.y est I'element de W tel que 

B{X.y, x) + B{y, X.x) =0, xeV, 

- si X G so{F), on I'etend en un element encore note X de 5o{E) en decidant que X^p±g = 0. 

Alors, si on prend F = {V (B W)'^^ , I'application {X,Y) X + Y permet d'identifier 
X 5o{F) a une sous-algebre de Lie [y de qI{E) qui est un facteur reductif de py. D 'autre 
part, on a V^^ = FQ)V. L'application envoie V^^i^V sur ny, induisant, lorsque dimT/ > 1, 
un isomorphisme de a'^V sur le centre jy de ny de sorte qu'alors jy = a'^V. Par ailleurs, on a 
ny = F AbV (B]iv, cette decomposition etant [y-stable, si dimF > 1, tandis que ny = FAbV = 
Iv est isomorphe a F, sinon. L'algebre de Lie ny est d'indice de nilpotence 2, si dimT/ > 1 et 
dimF > 0, commutative sinon. De plus, si X G QiiV), Y G so(-F), u £ F, v,v' £ V, on a 

[X, u Ab v] = u Ab X.v 
[Y,u Abv] = Y.u Abv 
[Y,vAb v'] =0 

[X,v Ab v'] =X.v Ab v' + vAb X.v'. 

La forme k permet d'identifier a'^V* (resp. {F AbV)*) de maniere [y-equivariante avec a'^W 
(resp. F Ab W). On a alors les decompositions duales 

ny = FAbV®A%V 
n*v = F Ab W ® aIw. 

Dans les numeros qui suivent, nous allons determiner les stabilisateurs dans py des elements 
generiques n de xiy ainsi que leur quotient par le noyau q de ?^|n^(„). 



5.10. Dans ce numero, on suppose que dimy = 1, de sorte que 0l(V^) = K. Le choix de bases, 
ei de V et fi de W, telles que B[ei, fi) = 1 permet d'identifier F avec ny (resp. ny = F a'^ W) 
au moyen de l'application u ^ u Ab ei (resp. u ^ u Ab /i). Alors, [y = K x 5o{F) et 
py = (K X 5o{F)) © F, IK (resp. so(-F)) agissant par multiplication dans F (resp. de maniere 
naturelle). Les elements generiques de n^ sont, modulo I'identification precedente, les vecteurs 
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non isotropes de F. Soit done n € F = un vecteur non isotrope et Fq son orthogonal dans 
F relativement a B, qui n'est autre que q. Alors, on a 

(25) py(n) = so(Fo)eF 

(26) py(n)/q = so(Fo)eF/Fo, 

F/Fq etant un ideal unipotent central. 

5.11. Dans ce numero et les trois suivants, on suppose que dimy > 1. Soit ^ E a'^W un 
element de rang maximal. Nous allons determiner un systeme de representants des ATy-orbites 
dans U-y dont la restriction a est ^. 

On choisit un systeme libre ei, . . . , e^, /i, . . . , de tel que s = dimi?], que B{ei, ej) = 
B{fi, fj) = et B{ei, fj) = 6ij, 1 < i,j < s, que ei, . . . , e^, soit une base de V, /i, . . . , fr une 

[-] 

base de W et que ^ = ^jli /2i-i Hi- Alors e^+i, • • • , e^, /r+i, . . . , /s est soit une base de F, 
si F est de dimension paire, soit se complete en une base e^+i, ...,65, /r+i, ■ ■ ■ , fs,u de ou 
u est un vecteur de F tel que 5(ii, -u) = 1 et B{u, e^) = -B(?i, /j) = 0, 1 < ^ < s, sinon. 

On considere ^ comme un element de riy note alors n^. Soit T € F que Ton ecrit 

T = Yll=i '^i avec Ui(zF,l<i<r. Alors, on a 

^•"•C = X](^2i Ab /2i-l - U2i-1 /\B f2i)- 
i=l 

On en deduit que 

- si r est pair, nyin^) = Iv et Ny.n^ = + F /\bW = n^+i^y est I'unique ATy-orbite dont 
la restriction a est ^, 

- si r est impair, ny(n^) = -F ©3y et Ny.n^ = + F A^ /j. Comme les elements 
de F AbW sont fixes par Ny , on voit que + F Ab fr est un ensemble de representants des 
ATy-orbites dans riy dont la restriction a ^y est ^. De plus, pour tout n G + F A^ /n on a 
ny(n) = F As ©3y. 

5.12. Dans ce numero, on suppose que r = 2p est pair avec p > 1. On designe alors par 
riy' I'ouvert de Zariski de riy constitue des formes lineaires n telles que n|j^ soit une forme 
symplectique ^ sur y. Soit n G riy'. Compte tenu de ce qui precede on a ny(n) = jy et, quitte 
a translater par un element de Ny, on pent supposer que n = n^. On designe par 5p{V,^) ou 
plus simplement par sp(y) s'il n'y a pas risque de confusion, la sous-algebre de Lie de 0t(l^) qui 
est I'algebre de Lie du groupe symplectique correspondant. Alors, on voit immediatement que 

PviO = iMV) xso(F))©ny. 

On en deduit facilement que 

(27) py{n) = {5p{V)x50{F))(Biy 

(28) Pv{n)/q = (sp(y) x so(F)) © ^y/q, 

I'ideal 3y (resp. 3y/q) etant unipotent (resp. unipotent et central). 

5.13. Dans ce numero, on suppose que r = 2p + 1 est impair avec p > 1 et que F est nul, de 
sorte que ny = A'^V et xiy = a'^W. On designe par n^' I'ouvert de Zariski de constitue des 
^ de rang maximal. On prend n = ^ € xiy'. Alors, on a 

(29) Pv{n)=5KV){0®ny 

(30) Pv{n)/q = QKVm(Bny/q, 

I'ideal ny (resp. ny/q) etant unipotent (resp. unipotent et central). 
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5.14. Dans ce numero, on suppose que r = 2p + 1 est impair avec p > 1 et que F est non 
nul. Un element n de s'ecrit de maniere unique sous la forme n = ^ + ni, avec € A^F^ 



ni ^ F f\B W. Alors, ni, vu comme un element de 5o{E) envoie V dans F. On designe par tXy' 
le sous-ensemble de riy constitue des n pour lesquels ^ est une forme bilineaire alternee de rang 
maximal 2p sur V et, si e est un element non nul du noyau de ^ dans V, ni(e) est un vecteur 
non isotrope de F. Alors riy' est un ouvert de Zariski non vide ATy-invariant de xVy. 

Soit n € xiy' et ^ € a'^W la restriction de n a jy. On reprend les notations du numero 
15.111 Compte tenu des resultats de celui-ci, quitte a translater par un element de Ny, on pent 
supposer que n = + Vr Ab fr avec Vy ^ F tel que B{vr, Vr) 7^ 0. 

Commengons par etudier pv'(^). On a clairement 

py(e) = (0l(l^)(Oxso(F))©ny. 

Ecrivons V = V (B^Cr avec V = Kei ■ ■ ■ ©]ICe2p. Alors, la matrice de ^ dans la base ei, . . . , 
est de la forme 



de sorte que ,^|y/ est une forme symplectique et que, si on identifie les endomorphismes de V 
avec leur matrice dans cette base, les elements de qI{V){(,) s'ecrivent 



A 

c a 



avec A £ sp2p, c G K'^^ un vecteur ligne et a G K. Soit, XA,a,c S 0f(T^)(O) ^ ^ 5o{F) et 
T = '^i £ F AbV. Alors, on a 

p 

iXA,a,c + Y + T).n = ^[(U2i - C2i-lVr) Ab /2i-l " {U2i^l + C2iVr) Ab f2i\ 
i=l 

+ (y - a)Vr Ab fr- 

On en deduit que XA,a,c + Y + T P\/(™) si et seulement si a = 0, Y.Vr = et U2i = C2i-iVr, 

U2i-1 = -C2iVr, 1 <i <P- 

On designe par Fq I'orthogonal de Vr dans F. Alors B^p^ est non degeneree de sorte que 
I'on pent identifier so(-Fo) a une sous-algebre de Lie de 50 {F). On identifie sp(V^') avec la sous- 
algebre de Lie de 0l(l^) constituee des matrices de la forme ^a,o,0) A £ 5p2p- Si c € M?^, on pose 
r(c) = ABX]f=i(c2i-ie2i-C2ie2i-i), T(c) = Xo^c,o+T{c) et on designe par iy le sous-espace 
vectoriel de 5o{E) constitue des T'(c), c € K."^'^. Alors, on a 

(31) py(n) = {5p{V') X so(Fo)) © ty © nv{n) 

(32) nv{n) = F Ab er ®iv, 

iy ©ny(n) etant le radical unipotent de pv'(ra) et sp(y') x 5o(-Fo) en etant un facteur reductif. 

Soit q le noyau de Alors py(?i)/q est le produit direct de so^Fq) et de I'algebre de 

Lie quotient 5y = 5p{V') © iyi © ny(n)/q dont un facteur reductif est 5p{V') et dont le radical 
unipotent est uy = ty © ny(n)/q. 

Soit c G K'^p et ^ G spgp. Alors, on a 

[XA,ofi,f{c)]=f{-cA). 

On voit done que le sous-espace ty est invariant sous Taction du facteur reductif 5p{V') et que, 
si e^, . . . , est la base duale de la base ei, . . . , e2p de V' , I'application f{c) i-> c* = Yl'i=i ^i^t 
est un isomorphisme de sp(y)-modules de ty/ sur V* . 
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D'autre part, si c, c' € on a 
[f{c),f{c')] = [T{c),T{c')] 

= ^ {(c2j-lC2j_i - C2j_iC2j-l)e2i Afi e2j + {c2iC2j - C2jC2j )e2j-l Ab e2j-l} 
l<i<j<p 

+ ^ (c2iC2j_i - C2jC2j_l)e2j Afi e2j_l 

de sorte que 

p 

(n, [f{c),f{c')]) = ^(C2i_l4 - 4_iC20. 

1=1 

La forme symplectique induit un isomorphisme d'espaces vectoriels de V' sur V'* lequel 
envoie I'element x de V' sur la forme lineaire y i— > ^{x,y). Get isomorphisme transporte ^ 
en une forme symplectique sur V'* encore notee telle que ^ = Yl^=i ^2i-i A 62^. Soit alors 
= y* ©KZ I'algebre de Heisenberg construite sur y'*comme au numero l3.7.2l et munie de 
Paction par derivation de 5p{V') introduite au numero 13.7.31 

On deduit des remarques precedentes que I'application 

(33) r(c) + y + q ^ c* + (n, Y)Z, c € K^p, Y G ny(n), 

est un isomorphisme sp(y)-equivariant d'algebres de Lie de Uy = iy ©nv(n.)/q sur f)y/*. En 
particulier, I'algebre de Lie Sy est isomorphe au produit semi-direct de sp{V') par t}y'*. 

5.15. Dans ce numero, nous enongons le resultat principal de cette section. 

Theoreme 5.15.1. Soit E un espace vectoriel de dimension (7 > 3 sur K muni d'une forme 
bilineaire symetrique non degeneree B, 'Y = {{0} = Vo^ViC---CVt = un drapeau de 
sous-espaces isotropes de E avec r = dimV > 1. On note le drapeau tel que "V' = Y — {V}, 
si r est impair egal d |, et = Y , sinon. 

(i) On a les formules suivantes pour I'indice de la sous-algebre parabolique py : 

[|] — r + X^*=i[^(dim — diml/j_i)] si r est pair, 
[2^] — r + X^*=i[^(dim Vi — dim si r est impair et r < ^, 

Si=i[^('^i™^ — dimV^_i)] — 1 si r est impair, r = ^ et 

dim Vt-i < r — 1, 
Yll=i[^i^^^^i ~ dimFj-i)] + 1 si r est impair, r = ^ et 

dim Vt_i = r — 1, 

(a) La dimension du radical unipotent d'un stabilisateur generique de la representation co- 
adjointe de py est h[Y'). 

(Hi) L'algebre de Lie py est quasi-reductive si et seulement si le drapeau Y' verifie la propriete 



(34) indp 



r 



Demonstration : Commengons par remarquer que, le centre d'une sous-algebre de Lie pa- 
rabolique d'une algebre de Lie simple etant trivial, pf sera quasi-reductive si et seulement si 
indpy = rangpy. II est done clair que (iii) est consequence de (ii). 

Reprenons maintenant les notations des numeros precedents et plus particulierement celles 
des numeros 15.91 et suivants. L'algebre de Lie py est une sous-algebre de Lie de py et ce sont 
toutes deux des sous-algebres paraboliques de so(£'). Par suite ny est un ideal unipotent de pf 
et I'on a 

Pf = Py n [y © ny = (qr X so(F)) © ny 
ou q^ designe la sous-algebre parabolique de 0[(F) stabilisant le drapeau Y . 
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La demonstration consiste a appliquer plusieurs fois le lemme I5.1.H dont une premiere avec 
n = nv- 

Soit done g une forme lineaire fortement reguliere sur g = py, n (resp. ^) sa restriction a 
n = xiy (resp. jy). On reprend les notations f) et gi du numero l5.ll 

5.16. Dans ce numero, on suppose que r est pair. On a done = Y'. Par genericite de g, on 
pent supposer que ^ est une forme symplectique sur V generique relativement au drapeau 
Mais alors, il suit du numero 15.111 que, quitte a translater g par un element de ATy, on pent 
egalement supposer que n = de sorte que, compte tenu de|27]et|28l on a f) = (r// xso(-F))©3v' 

Si = {ty X 5o{F)) ©Jy/li I'ideal ^v/^ etant unipotent et central. Alors, on a indgi = 
indr^ +indso(-F) + 1, tandis que /(Ij + riv) = (\y /x-f/. Cependant, il resulte de I'assertion (ii) 
du lemme [5.2.11 que dimqy/ry = dimA^y* = dimjy. Appliquant alors le lemme 15.1.11 (i). on 
trouve que indp^ = indry/ + indso(-F). Compte tenu de la proposition 15.3.11 a) (i), la formule 
|34]pour I'indice de est claire dans ce cas. 

D'autre part, il resulte du lemme [5.1. II (ii) que les sous-algebres de Cartan-Duflo de py et gi 
ont meme dimension, autrement dit que rangp;^ = rang(ry x 50(F)). Par suite, les dimensions 
des radicaux unipotents d'un stabilisateur generique de la representation coadjointe de p f ou 
de ry sont les memes et egales a h['V)^ d'apres la proposition 15. 3. II a) (ii). II est alors clair que 
Pi/ est quasi-reductive si et seulement si le drapeau 'V verifie la propriete D'ou le theoreme 
dans ce cas. 

5.17. Dans ce numero, on suppose que dimy = 1 et on reprend les notations du numero 
[STTOl On a h{f'') = 0. Alors g = py = (K x 5o{F)) © F et, comme on I'a vu, I'ideal n 
est abelien et son dual s'identifient a F. Par genericite de g, on pent supposer que n est 
un vecteur non isotrope de F. Si Fq designe I'orthogonal de n dans F, il suit des relations 
|25] et |26] que Ton a {) + n = f) = so(Fo) © F et gi = so(Fo) © F/Fq. On en deduit tout 
d'abord que dimg/(f) + n) = dimF et ensuite, compte tenu du lemme [5.1.11 que d'une part 
indg = indso(-Fo) = [^dimFo] = [^^] ^t d'autre part rangg = indso(Fo). Le theoreme est 
done demontre dans le cas considere. 

5.18. Dans ce numero, on suppose que r = 2p +1 est impair, avec p > et que F est nul, de 
sorte que q = 2r. On reprend les notations du numero [5. 131 Par genericite de g, on pent supposer 
que n = ^ est generique relativement au drapeau Y , de sorte qu'en particulier, n = ^ € n^'. 
Alors, compte tenu des relations I29let [30| on a f) = ©ny et gi = ©ny/q, I'ideal ny/q etant 
unipotent et central. Le meme raisonnement qu'au numero |5. 171 montre alors que les algebres 
de Lie py et xy ont meme indice et meme rang. Par suite, le theoreme dans le cas considere est 
consequence de la partie b) de la proposition 15.3.11 

5.19. Desormais, on suppose que r = 2p+l est impair et F non nul. On reprend les notations 
du numero 15.141 Par genericite de g, on pent supposer que n est un element de ni^' et que la 
forme ^ est generique relativement au drapeau 'V . On choisit les vecteurs ei, . . . , e^, /i, . . . , /s 
du numero 15.111 de telle sorte que la base ei , . . . , e,- de V soit adaptee au drapeau Y et que 
^ = X^i<j<p /2j-i f2i- Alors, quitte a translater par un element de Ny^ on pent supposer de 
plus que n = + Vr f\B fn avec Vr un element non isotrope de F. 

On pose Tj = dim Vi, 1 <i <t. Alors la suite de sous-espaces {{0} = Vq ^ Vi C • • • C Vt_i}, 
completee par V' si Vf_i C y, est un drapeau Y' de V generique relativement a la forme 
symplectique ^\v'- designe par ty le sous-espace de ty constitue des elements T(c), avec 
c G K.^P tel que Cj = 0, 1 < i < vt-i- Alors, compte tenu de|3T]et|32l on a 

\) = (so(Fo) X rr/) © (ty © nv/(n)), 

gi = so(Fo) X (ry/ © ty © ny(n)/q), 

avec 

ny(n) = F Aser ©ay. 
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Par ailleurs, i'y © ny(n) est un ideal unipotent de I'algebre de Lie [}. 

Remarquons que r-// = est la sous-algebre de Lie de 0l(V^) constituee des elements de 

la forme XA^a,c avec A la matrice dans la base ei, . . . , e2p d'un element de ry , c un element de 
K?P tel que Q = 0, 1 < i < rt-i et a G K. Par suite, si on designe par c{y{C)^ la sous-algebre de 
Lie de c|-^(^) constituee des matrices XA_fl,c, on a 

py{n) +nv = qr(0° © so(^o) © ny 
tandis que, d'apres I'assertion (ii) du lemme l5 . 2 . 1 1 dim q y/ /r y/ = dimA^F*, si bien que 
dimg/(f) + n) = dimpr/(pr(ra) + ny) 

= dimqr/qr(0° + dimso(F)/so(Fo) 
= dim qr/qr(0 + 1 + dimso(F)/so(Fo) 
= dim A^V + dim_F 
= dimny(n). 

Alors, designant par 5-/^' I'algebre de Lie xy (Biy ©ny(n)/q et appliquant le lemme I5.1.H on 
voit que 

(35) indp>- = indso(Fo) + inds-/^' — 1 
et que 

(36) rangpy = rang so (Fq) + rangsy . 

Avant d'etudier I'indice et le rang de s^', commengons par decrire son ideal unipotent u^// = 
ty ©nv(n)/q. Remarquons que I'application T(c) i— )• c* permet d'identifier i'y avec le sous- 
espace V^^^ orthogonal de Vt-i dans V'*, qui est laisse invariant par r^//. Par suite, I'application 
[33l permet d'identifier I'algebre de Lie uy a la sous-algebre V^'^i © ICZ de I'algebre de Lie de 
Heisenberg et I'algebre de Lie Sy est une sous-algebre de Lie de 5y, produit semi-direct 
de xy par Uy = 1^-1 © 

5.20. Dans ce numero, on suppose que dimV(_i est pair, de sorte que h{'f") = h{Y). Alors 
on a y' = Vt-i © V^_\, le sous-espace V^^\ de V' etant symplectique, et I'isomorphisme ^ de V' 
sur V'* du numero 15.141 envoie V^^^ sur VJ^^. De plus, si 'V" designe le drapeau {{0} ^ Vi C 
• • • C Vt-2 ^ Vf_i} de Vt-i, on a r-/-' = x-^" x sp(yj'i^). D'autre part, I'algebre de Lie uy n'est 
autre que I'algebre de Heisenberg fly^^^j vue comme sous-algebre de Lie de fiy*. On voit alors 
que Ton a 

5.^, = xy, X {5p{Vt-l) © f)y,i^)- 

D'apres les resultats du numero l3.7.3| on a indsp(V^'£]^) © {^v^i^ ~ ^ dim V^£]^. Compte tenu 
de la relation il vient done 

indp-// = indso(Fo) -|- indxr" + ^ dim V^:^;^. 

La formulel34lsuit alors de ce que, d'une part indso(i<b) = dim Fq] = [^^] — r et, d'autre part, 
d'apres I'assertion (i) de la proposition [573.11 indr)'/" + ^ dim V^-^^^ = ^*^^[^(diml^ — dim Vi_i)]. 

D'autre part, compte tenu des resultats du numero I3.7.3| on a rangsy = rangty -|- 
rang(sp(V^£^) ffi i)y± ) = rangry -|- ^ dim V^£^. II suit alors de la relation l36l que les dimensions 
des radicaux unipotents d'un stabilisateur generique de la representation coadjointe de py ou 
de Xy' sont les memes et egales a h{Y"), d'apres la proposition 15.3.1] a) (ii). Or on a vu que 
h{'f') = h{'y) et il est clair que h{Y") = h{Y'). Les assertions (ii) et (iii) du theoreme sont 
demontrees dans ce cas. 
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5.21. Dans ce numero, on suppose que dim Vt_i est impair. Posons V" = Vt-i Ker^^^+i de 
sorte que V" est un sous-espace symplectique de V' et que I'on a la decomposition orthogonale 
symplectique V = V" © V"^^. Alors ]Ke*^_^_,_]^ est le noyau de la restriction de ^ a V{^i et, si 

V"-^ designe I'orthogonal de V" dans V* , on a uyi = f)y"x x Ke* 



D'autre part, la decomposition en somme directe uy = V^_^ 0KZ de la fin du numero |5.19| 

ICZ*, oil Z* designe la forme lineaire 



induit la decomposition de I'espace dual u*y, 
nuUe sur V{^i et telle que (Z*, Z) = 1. 

On pose dimy"-'- = 2m et on designe par y" le drapeau {{0} $i Vi C • • • C Vt-i £ V"} de 
V" . Alors, les elements de Xyi sont les endomorphismes de V' qui, si on les identifie avec leur 
matrice dans la base ei, . . . , e2p, sont de la forme 





a a 





Jrt-i-l *a 

y 

—a 

J2m */3 





/5 

D 



ou a € K^'"^ ^ et f3 ^ K^™ sont des vecteurs lignes, a,y € A est une matrice carree d'ordre 
rt^i — 1 et D £ Sp2m, A, a, y et a etant tels que la sous-matrice 

A Jrt_-^-i^a 



a 




so it la matrice dans la base ei, . . . , ert_i+i d'un element de r^//. 

Par ailleurs, on identifie sp{V"^i) avec la sous-algebre de Lie de xy" constituee des ^o, 0,0, 0,0,1)) 
D € 5p2m) moyen de I'application qui a I'element de sp(V"~^^) de matrice D dans la base 
ert-i+2, • • • ert_i+2m fait correspondre A'o,o,o,o,o,D- 

Nous devons calculer I'indice et le rang de g = 5y/. Pour ce faire, on choisit g une forme 
lineaire fortement reguliere sur s^/. Soil n la restriction de g a I'ideal unipotent n = Uy/ de q. 
Par genericite de g et quitte a translater par un element de U-f^i le sous-groupe unipotent de 
GL(y) d'algebre de Lie u^/, on pent supposer que n = rert_i+i + Z*, avec r 7^ 0. 



On commence par determiner f) = g{n). Tout d'abord si c = Yli=i 



i G V'^, on a 



rt-i+l+i 



c.n 



m 

E 

i=l 



{C2ie-rt-i+2i — C2i-iert_i+2i+l] 



tandis que, si ^A,a,a,?/,/3,D ^ ^T' 

^A,a,a,y,(3,D-n' = " 



■Tae< 



n-1+1 



■^(/32jer.(_i+2j — /?2j-iert_i+2i+l)- 



II s'ensuit que XA,a.a,y,i3,D + c est dans f) si et seulement si a = et Cj = —T/3i, 1 < i < 2m. 

Si /3 e on pose y(/3) = -r Ei^i Ae;_^+i+, et V{f3) = Xo,o,o,o,/3,o + ^(/3). On designe 
par 0^' le sous-espace de g constitue des V{l3), j3 E K^*". 

Remarquons que, pour /?,/?' € K^"*, on a 

[y(/3),l7(/3')] =/3J2n^^/3%, 

avec Zi = y + r^Z et 1" = ^0,0,0,2,0,0- Ainsi, 0^' © KZi est une sous-algebre de Lie unipotente 
de f) qui s'identifie, au moyen de I'application 

2m 

(37) : V{fi) ^zZi^Yl + 



a I'algebre de Lie de Heisenberg f)y//x construite sur le sous-espace symplectique V"-^ de V'* 
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Comme on I'a vu plus haut, Xyn est la sous-algebre de Lie de xyi constituee des elements de 
la forme XA,a,a,yfifi- L'application x '■ XA,a,a,yfi,0 ^ Ci est un caractere de ty/ dont on note r^„ 
le noyau. Alors, on constate que r^„ et sp{y"^i) sont des sous-algebres de Lie qui commutent 
dans ry, tandis que si ^A,o,a,y,o,D S t^y/" x sp(y"''"«), on a 

[XA,0,o.,yfi,D,Vm=V{-m- 

On voit alors que l'application definie par la formule[371est un isomorphisme t^,„ x 5p{y"-^i)- 
equivariant d'algebres de Lie, Taction de r'^/„ etant des deux cotes triviale. II suit de ces consi- 
derations que I'on a 

= r% X (sp(y"-^«) e X IKe^,_i+i. 

D'autre part, on a + n = ty,, n si bien que dimg/(f) + n) = l. Appliquant le lemme 15.1.11 et 
les resultats du numero I3.7.3| on voit alors que 

(38) ind Sy/ = ind r?;.„ + ^ dim V"^^ + 1 

(39) rangsy = rangr^// + ^ dim 
Rassemblant ces formules avec les formules [21] et [22l on obtient 

indsy/ = indry// + ^ dimy"-^« + 2 

rangsy/' = rangr^^" + — dimy""*"*. 

La comparaison de ces deux dernieres formules montre d'une part, compte tenu de I'assertion 
l36l que dans notre situation I'algebre de Lie py n'est pas quasi-reductive et d'autre part que la 
dimension du radical unipotent des stabilisateurs generiques de la representation coadjointe de 
py est egale a indry/' — rangry/' -|- 1 soit /i('^") -|- 1, d'apres la proposition 15.3.11 Comme les 
sous-espaces Vt-i et Vt sont tons deux de dimension impaire, ceci acheve la preuve des assertions 
(ii) et (iii) du theoreme. 

Compte tenu de la relation 135) et du fait que indso(Fo) = [| dimFo] = [^^] — r, la premiere 
de ces formules donne 

indpr = -1' + indr^'/ + ^ dimy"^« + 1, 

relation qui, du fait de I'assertion (i) de la proposition 15.3. ll et de ce que dimVt — dimVt_i = 
2 -|- dim V"^i , n'est autre dans le cas d'espece que la formule [34j ■ 

5.22. Quasi-reductivite des sous-algebres paraboliques de so((7,]K) et diagrammes de 

Dynkin. Dans ce numero et les suivants, nous reformulons la caracterisation des sous-algebres 
paraboliques de so(g,]K) en terme de systeme de racines et de diagrammes de Dynkin. Comme 
pour 3 < g < 6, les algebres so(g,I[C) sont de type Ai, Ai x Ai, C2 ou ^3, leurs sous-algebres 
paraboliques sont toutes quasi-reductives d'apres |27) . Dans la suite, nous supposerons done 
que q > 7. 

Nous rappelons quelques notations relatives aux algebres de Lie semi-simples. Soit 5 une 
algebre de Lie semi-simple et b C s une sous-algebre de Borel de radical nilpotent n. Ces 
donnees determinent un ensemble de racines simples 11 dans (b/n)* ainsi que le diagramme 
de Dynkin correspondant. Nous indexons les sous-algebres paraboliques standard (c'est a dire, 
celles contenant b) par les sous-ensembles / C H en decidant que / est I'ensemble des racines 
simples qui ne sont pas contenues dans la partie reductive de la sous-algebre parabolique p/. 
Par exemple, les sous-algebres paraboliques propres maximales sont les P{q}, a G 11. On a 
Pi = HaeiPia}, pn = b et p0 = s. 
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Nous representons un sous-ensemble / C IT et la sous-algebre parabolique correspondante p/ 
en coloriant les racines sur le diagramme de Dynkin : en noir, celles qui sont situees dans /, en 
blanc les autres, c'est a dire celles du facteur de Levi de p/. 

5.23. On suppose que le K-espace vectoriel E est de dimension q = 2n-\-l, n > 3. On se donne 
un drapeau ^ = {Fq C -Fi C • • • C Fn} de sous-espaces isotropes, avec dim Fi = i. Deux tels 
drapeaux sont conjugues sous Taction de SO{E). Le stabilisateur de ^ est une sous-algebre de 
Borel b C 5o{E). 

So it / un sous-ensemble de {1, . . . , n}. On note le sous-drapeau de ^ constitue des sous- 
espaces Fi, i & I et on designe par pj son stabilisateur. Les algebres p/ sont les sous-algebres 
paraboliques standard de 5o{E). On indexe les racines simples H = {ai, . . . a„} de telle maniere 
que pQ. soit egal a p{j}, le stabilisateur de Fi. On note ao la plus basse racine. Pour n > 3, on 
obtient le diagramme de Dynkin etendu suivant : 

ai a2 as an-2 "n-i a„ 
o p a o ci '> o 



6^0 



Figure 1. B, 



Par exemple, le diagramme colorie suivant represente la sous-algebre parabolique «mini- 
male» p{i,3} de so(7, K.), stabilisateur du drapeau {^1,^3}, obtenue a partir de b en ajoutant 
le sous-espace radiciel correspondant a la racine —02 : 

ai a2 as 
• o > • 



Figure 2. B3 : stabilisateur de Fi^s 



5.24. Nous utilisons des notations semblables a celles des numeros precedents. Ici E est de 
dimension q = 2n, avec n > 4. On se donne un drapeau ^ = {Fq G Fi C • • • C i^n-i} de 
sous-espaces isotropes, avec dim Fi = i. Deux tels drapeaux sont conjugues sous Taction de 
SO{E). L'espace Fn-i est contenu dans exactement deux sous-espaces isotropes de dimension 
n, que nous notons F^ et F~ . lis verifient Fn-i = F^ PI F~ . On designe par le drapeau 
= {Fq C -Fi C • • • C Fn-i C F^} et de maniere similaire pour . Le stabilisateur de 
^ est une sous-algebre de Borel b C 5o{E). Le stabilisateur i? de ^ dans SO{E) stabilise 
egalement et . Par contre, il existe des elements du stabilisateur dans 0{E) de ^ qui 
permutent les drapeaux et . 

Les sous-algebres paraboliques maximales sont les stabilisateurs des espaces Fi, 1 < i < 
n — 1 et des espaces F^ et F~ . Nous indexons en consequence les racines simples H = 
{«!, . . . On-i, Cini ^n} uous designons par oq la plus basse racine. Pour n > 4, on obtient le 
diagramme de Dynkin etendu suivant : 




oao 



Figure 3. D, 



On introduit deux symboles n"*" et n~ . Soit / un sous-ensemble de {1, . . . ,n — l,n^ ,n~}, 
que Ton identifie a un sous-ensemble de 11 et soit pj la sous-algebre parabolique standard 
correspondante de 5o{E) : on a p|j} = p^. pour 1 < i < n — 1, p{.„+} = p^+ et p{.„-} = p^-- 
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Le stabilisateur de -F„_i n'est pas une sous-algebre parabolique maximale : c'est la sous- 
algebre parabolique p{„+^„-}, intersection des stabilisateurs de et F~ . Plus generalement, 
le stabilisateur d'un drapeau contenant Fn-i, stabilise egalement chacun des deux drapeaux 
obtenus en aj out ant F^ et F~ . 

Soit I C {1, . . . , n — 2, ,n~}. On designe par / C {1, . . . ,n — 1, ,n~} Tensemble defini 
par : 

/= (/n{l,...,n-2})U{7i- 1} 

si {n~^ ,n~} C I, et 

/ = / 

si {n^ ,n~} n'est pas contenu dans /. L'application I ^ I est injective. Son image est I'ensemble 
des parties de{l,...,n — 1, n"'", n~} qui ne contiennent pas {n"'", Par suite, := {Fi,i S 

/} est un drapeau et la sous-algebre parabolique p/ en est le stabilisateur. Nous illustrons ceci 
a I'aide des figures |4]et|5]ci-apres. 

Nous aurons egalement besoin de I'ensemble I*^ := / n {1, . . . , n — 2, n — 1}. Ainsi, 

r = (/ n {!,..., n- 2}) U{n-1} 

si {n"*", n~} C /, et 

r = /n {!,..., n- 2} 

si {n"*",?!"} n'est pas contenu dans /. 




Figure 4. pji.a} = p{i,4+,4-}, stabilisateur du drapeau {Fi C F3}. Ici 1° = {1,3} 




Figure 5. p{i,5~}, stabilisateur du drapeau {Fi C F^ }. Ici 1° = {1} 

5.25. On considere so(q',]K) avec q > 7. On utilise le drapeau ^ = {Fq C Fi ■ ■ ■ C F^} (si 
q = 2n+l) ou ^ = {Fq C i^i • • • C Fn-i} (si q = 2n). Le choix de ^ correspond au choix d'une 
sous-algebre de Borel b C so(g,]K) et permet de definir la notion de sous-algebres paraboliques 
standard, c'est a dire de sous-algebres de so((7,]K) contenant b. 
L'assertion (iii) du theoreme I5.15.1l peut s'enoncer ainsi : 

Theoreme 5.25.1. Les sous-algebres paraboliques standard non quasi-reductives de so(q,]K) 
sont les sous-algebres paraboliques standard p pour lesquelles il existe deux elements de dimension 
impaire Fi C Fj de ^ tels que Fi et Fj soient stables sous I'action de p et qu'aucun des sous- 
espaces Fk avec i < k < j ne soit stable sous I'action de p. 

Nous reformulons ce theoreme en utilisant la description des sous-algebres paraboliques en 
termes de sous-ensembles de I'ensemble 11 des racines simples, indexees comme explique dans 
les precedents numeros. 

Theoreme 5.25.2. Soit n > 3 et q = 2n -\- 1. Soit I C {l,...,n}. Alors, la sous-algebre 
parabolique pj C 5o(g,]K) n'est pas quasi-reductive si et seulement si il existe deux entiers 
impairs j < k tels que j I, k & I et p ^ I, pour j < p < k. 
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Theoreme 5.25.3. Soit n > 4 et q = 2n. Soit I C {1, . . . , n — 2, n"*", n~}. Alors, la sous-algebre 
parabolique pj C 5o{q, K) n'est pas quasi-reductive si et seulement si il existe deux entiers impairs 
j < k tels que j G I^, k G et p ^ I^, pour j < p < k. 

Remarque 5.25.1. Soit I C H et I' = Ce dernier ensemble est I'ensemble des racines 

simples d'un facteur de Levi de la sous-algebre parabolique pj. On designe par h le nombre de 
composantes connexes de I' de la forme [i,j] avec i et j pairs et2<j<n — 1 (si q = 2n + 1) 
ou2<j<n — 2 (si q = 2n). 

Alors, nous pouvons reformuler le theoreme \ 5.25.1\ de la maniere suivante : la sous-algebre 
parabolique pi est quasi-reductive si et seulement si h = 0. 

En fait, h est egal a la dimension du radical unipotent d'un stabilisateur generique de la 
representation coadjointe de pj (assertion (ii) du theoreme \5.15.1\) . 

Remarque 5.25.2. Selon la remarque precedente, les deux exemples de plus petite dimension de 
sous-algebres paraboliques non quasi-reductives de 5o{q,'K.) son ceux des figures^et\^ L'exemple 
de la figure^ est du a Tauvel et Yu (\30\). 

Remarque 5.25.3. Si I ne contient que des entiers pairs (pour q = 2n-\-l), ou si ne contient 
que des entiers pairs (pour q = 2n), alors les theoremes precedents montrent que I'algebre pj est 
quasi-reductive. Ce resultat est du a Panyushev (\27\). 

Remarque 5.25.4. Nos resultats sont implicitement contenus dans les travaux de Dvorsky 
( \12\ et |13) )■ En effet, le nombre h introduit dans la remarque \5.25.1\ est le meme que I'entier h 
defini dans |13| formule 6.2] (pour 5o{2n -\- 1,]K)J et dans |121 formule 3.17 et lignes suivantes]. 

6. Algebres DE Lie non algebriques 

Dans cette section, on suppose toujours que K est un corps de caracteristique nulle. Par 
contre, g designe une algebre de Lie sur K qui n'est plus donnee comme etant I'algebre de Lie 
d'un groupe algebrique. Telles qu'elles ont ete formulees, les definitions 11.11 de formes de type 
reductif et 11.21 d'algebres quasi-reductives ont toujours un sens dans ce contexte plus large. En 
fait, l'exemple suivant en est a I'origine : 

6.1. Exemple. On suppose que K = M. Soit G un groupe de Lie connexe d'algebre de Lie q et 
soit Zg son centre. Soit g Q* telle que G{g)/ZG soit compact. Alors, g est de type reductif. 

6.2. Dans la suite de cette section, on suppose que K est un corps algebriquement clos de 
caracteristique nulle. On designe par G le plus petit sous-groupe algebrique de GL(g) dont 
I'algebre de Lie q contient g/^g. En fait, g est la plus petite sous-algebre de Lie algebrique 
contenant g/jg. 

Une autre propriete naturelle que I'on pent considerer pour une forme lineaire g est que son 
stabilisateur G{g) dans G soit reductif. L'exemple du numero suivant montre que cette propriete 
est en general strictement plus forte que celle d'etre de type reductif. Le meme exemple montre 
egalement qu'une algebre de Lie quasi-reductive g (en fait, meme une algebre de Frobenius) 
pent admettre une enveloppe algebrique qui ne soit pas quasi-reductive. 

6.3. Exemple. On considere I'algebre de Lie g admettant la base h, x, y, z avec les crochets 
non nuls [x, y] = z, [h, x] = x + y, [h, y] = y et [h, z\ = 2z. Le sous-espace \\ dont une base est 
x, y, z, est un ideal, de centre Kz, isomorphe a I'algebre de Lie de Heisenberg. Soit g = z* G g*. 
On a Q{g) = 0, de sorte que g est une algebre de Frobenius. En particulier, g est quasi-reductive. 

Maintenant, soit g I'algebre de Lie admettant la base s, n, x, y, z, telle que f) soit un ideal de 
g, [s,u] = 0, [s,x] = X, [s,y] = y, [s,z] = 2z, [u,x] = y, [u,y] = et [u,z] = 0. On considere g 
comme une sous-algebre de Lie de g en posant h = s + u. Alors, g est algebrique tandis que g ne 
Test pas. En fait, h = s -\- u est la decomposition de Chevalley de h en ses parties semi-simple 
et unipotente. Par suite, g est I'enveloppe algebrique de g. 
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Le stabilisateur Q{g) de g est egal a Kn, de sorte que G{g) est un groupe unipotent de 
dimension 1. 

So it g Q* une forme lineaire dont la restriction a g est egale a g. On a egalement Q{g) = M.u. 
On en deduit facilement que g n'est pas quasi-reductive. 

References 

[1] M. Andler - « La formule de Plancherel pour les groupes algebriques complexes unimodulaires », Acta. 
Math. 154 (1985), p. 1-104. 

[2] N. H. Anh - « Algebraic groups with square-integrable representations », Bull. Amer. Math. Soc. 80 (1974), 
p. 539-542. 

[3] , « Classification of unimodular algebraic groups with square integrable representations », Acta Ma- 

thematica Vietnarnica 3 (1978), no. 2, p. 75-81. 

[4] , « Classification of connected unimodular Lie groups with discrete series », Ann. Inst. Fourier, 

Grenoble 30 (1980), no. 1, p. 159-192. 

[5] K. Baur et A. MoREAU - « Quasi-reductive (bi)parabolic subalgebras in the reductive Lie algebras », 
arXiv ;0812.4275. 

[6] A. BoREL et Harish-Chandra - « Arithmetic subroups of algebraic groups », Annals of Mathematics 75 
(1962), p. 485-535. 

[7] D. BuRDE - « Characteristically nilpotent Lie algebras and symplectic structures », Forum Math. 18 (2006), 
no. 5, p. 769-787. 

[8] J.-Y. Charbonnel - « Sur les orbites de la representation coadjointe. », Compositio Math. 46 (1982), 
p. 273-305. 

[9] J.-Y. Charbonnel et J. Dixmier - « Sur la representation coadjointe des algebres de Lie resolubles. », 
J. Reme Angew. Math. 324 (1981), p. 154-164. 

[10] Y. A. Drozd - « Matrix problems, small reduction and representations of a class of mixed Lie groups », 
Representations of algebras and related topics (Kyoto, 1990), London Math. Soc. Lecture Note Ser., no. 168, 
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1992, p. 225-249. 

[11] M. DuFLO - « Theorie de Mackey pour les groupes de Lie algebriques », Acta. Math. 149 (1982), p. 153-213. 

[12[ A. DvoRSKY - « Ceneric representations of parabolic subgroups. Case I - SO(2n,C) », Comm. Algebra 23 

(1995) , no. 4, p. 1369-1402. 

[13[ , « Generic representations of parabolic subgroups. Case II - SO(2n+l,C) », Comm. Algebra 24 

(1996) , no. 1, p. 259-288. 

[14| , « Index of parabolic and seaweed subalgebras of sOn » , Linear Algebra Appl. 374 (2003), p. 127-142. 

[15[ A. Elashvili - « Frobenius Lie algebras », Funktsional. Anal, i Prilozhen. 16 (1982), no. 4, p. 94-95 
(Russian). 

[16| A. Elashvili et A. I. Ooms - « On commutative polarizations », J. Algebra 26 (2003), no. 1, p. 129-154. 

[17[ A. Joseph - « A preparation theorem for the prime spectrum of a semisimple Lie algebra », J. Algebra 48 
(1977), no. 2, p. 241-289. 

[18[ Y. Khakimdjanov, M.Goze et A. Medina - « Symplectic or contact structures on Lie groups », Diffe- 
rential Ceom. Appl. 21 (2004), no. 1, p. 41-54. 

[19[ M. S. Khalgui et P. Torasso - « Formule de Poisson-Plancherel pour un groupe presque algebrique reel. 
I. Transformee de Fourier d'integrales orbitales », J. Funct. Anal. 116 (1993), p. 359-440. 

[20[ , « La formule de Plancherel pour les groupes de Lie presque algebriques reels » , J. Funct. Anal. 235 

(2006), p. 449-542. 

[21[ T. KiMURA - Introduction to prehomogeneous vector spaces, Translations of Mathematical Monographs, 
vol. 215, American Mathematical Society, 2003, Translated from the 1998 Japanese original by Makoto 
Nagura and Tsuyoshi Niitani and revised by the author. 

[22[ A. A. Kirillov - « Representations unitaires des groupes de Lie nilpotents », Uspehi Mat. Nauk 17 (1962), 
p. 57-110, en Russe. 

[23[ Y. KosMANN et S. Sternberg - « Conjugaison des sous-algebres d'isotropie », C. R. Acad. Sci. Paris 
Ser. A 279 (1974), p. 777-779. 

[24[ B. KosTANT - « The cascade of orthogonal roots and the center of U{n) », Preprint. 



ALGEBRES DE LIE QUASI-REDUCTIVES 



43 



[25] A. MoREAU et O. Yakimova - « Coadjoint orbits of reductive type of seaweed Lie algebras », 
arXiv ;1101.0902. 

[26] A. I. OOMS - « On Frobenius Lie algebras », Comm. Algebra 8 (1980), no. 1, p. 13-52. 

]27] D. Panyushev - « An extension of Rai's' theorem and seaweed subalgebras of simple Lie algebras », Ann. 
Inst. Fourier (Grenoble) 55 (2005), no. 3, p. 693-715. 

[28[ A. Premet et S. Skryabin - « Representations of restricted Lie algebras and families of associative J/f- 
algebras », J. Reine Angew. Math. 507 (1999), p. 189-218. 

[29[ P. Tauvel et R. W. T. Yu - « Indice et formes lineaires stables dans les algebres de Lie », J. of Algebra 
273 (2004), p. 507-516. 

[30[ , « Sur I'indice de certaines algebres de Lie », Ann. Inst. Fourier 54 (2004), no. 6, p. 1793-1810. 

[31[ P. Tauvel et R. Yu - Lie algebras and algebraic groups, Springer Monographs in Mathematics, Springer- 
Verlag, Berlin, 2005. 

Universite Denis Diderot-Paris 7, Institut de Mathematiques de Jussieu, UFR de Mathema- 
TiQUES, Case 7012, F-75205 Paris cedex 13 
Courriel: duflo@math.jussieu.fr 

Faculte des Sciences de Tunis, Departement de Mathematiques, Campus universitaire, 1060 
Tunis, Tunisie 

Courriel: mohamedsalah.khalguiOf st . rnu. tn 

Universite de Poitiers, Laboratoire de Mathematiques et Applications, UMR CNRS 6086, 
SP2MI, BP30179, F-86962 Chasseneuil cedex 
Courriel: pierre . torasso@math.univ-poitiers .f r 



